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Let ˙ be a completely solvable Lie algebra over a eld of characteristic zero. Let
Aˆ˙ be the algebra of differential operators with formal power series coefcients.
The subalgebra generated by the Weyl algebra A˙ on ˙ and the formal power se-
ries with rational coefcients in the weights of the adjoint representation is denoted
by Pˆ˙. There is a canonical imbedding L˙ of the enveloping algebra U˙ in Pˆ˙.
For every derivation x of ˙, the adjoint vector eld on ˙ dened by −x is denoted
by W˙x. Let ˛a be the biggest nilpotent ideal in the algebraic hull of the image of
˙ by the adjoint representation. For every prime ideal I in U˙, let M˙I be the
quotient of Pˆ˙ by the left ideal generated by L˙I and W˙˛a. The main result
connects β˙I and M˙I where β˙I is the inverse image of the Dixmier map
for ˙. To state this result, certain categories ModJPˆ˙ are introduced and β˙I
is described in terms of the set of all J such that M˙I is in ModJPˆ˙. ' 2000
Academic Press
1. INTRODUCTION
Soit ˙ une algebre de Lie de dimension nie, completement resoluble
sur un corps k de caracteristique nulle. On note U˙ son algebre en-
veloppante et S˙ son algebre symetrique. Soient A˙ l’algebre des
operateurs differentiels sur ˙, a coefcients polynomiaux, et Aˆ˙ l’algebre
des operateurs differentiels sur ˙, a coefcients series formelles. On
designe par E˙ le sous--espace vectoriel du dual ˙∗ de ˙ engendre par
les poids de la representation adjointe de ˙. Soit Pˆ˙ la sous-algebre de
Aˆ˙ engendree par A˙ et par le sous-anneau ferme engendre par E˙.
Dans [3], Dixmier introduit un homomorphisme L˙ de U˙ dans Aˆ˙.
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La sous-algebre Pˆ˙ contient l’image de L˙. Si x est une derivation de ˙,
on note W˙x le champ de vecteurs sur ˙ qui a y associe −xy. Soit ˛a le
plus grand ideal nilpotent de l’enveloppe algebrique de l’image de ˙ dans
l’algebre de Lie Der˙ des derivations de ˙, par la representation adjointe.
Pour tout ideal premier I de U˙, on designe par 9˙I l’ideal a gauche
de Pˆ˙ engendre par L˙I et W˙˛a. On note M˙I le module quotient
Pˆ˙/9˙I. Pour tout ideal Q de S˙, on introduit une sous-categorie
pleine ModQPˆ˙ de la categorie ModPˆ˙ des Pˆ˙-modules a gauche
de type ni. Cette categorie est la plus petite sous-categorie pleine de
ModPˆ˙ qui satisfait les deux proprietes suivantes:
(1) si M est un Pˆ˙-module a gauche de type ni qui est engendre
par des elements qui sont annules par une puissance de Q, alors M est
objet de ModQPˆ˙;
(2) si M1 et M2 sont deux objets de ModQPˆ˙ et si
0→M1 →M →M2 → 0
est une suite exacte de modules a gauche, alors M est objet de ModQPˆ˙.
Soit  une extension algebrique, algebriquement close de . On designe
par k′ l’extension de k engendree par . Pour tout µ dans E˙, on note θµ
l’automorphisme de Sk′ ⊗k ˙ qui a l’element x de ˙ associe x − µ; x.
Pour tout ideal Q de Sk′ ⊗k ˙, on designe par µ ? Q l’intersection des
ideaux θµ1Q; : : : ; θµlQ ou µ1; : : : ;µl sont les points de l’orbite de µ
sous l’action du groupe de Galois de  sur . Dans [2, Chap. 6], une
application de l’ensemble des ideaux premiers ˙-invariants de S˙ dans
l’ensemble des ideaux premiers de U˙ est denie. Elle est connue sous
le nom d’application de Dixmier. Si J est un ideal premier ˙-invariant de
S˙, on notera Dix˙J l’image de J par l’application de Dixmier pour ˙.
Si J est rationnel, il est l’annulateur de l’orbite coadjointe d’un element f
du dual ˙∗ de ˙. Alors l’ideal Dix˙J est l’annulateur du module induit de
U¨ a U˙ du caractere de ¨
x 7→ f; x + 12 tr ˙/¨x;
ou ¨ est une polarisation en f qui satisfait la condition de Pukanszky.
D’apres [2, Chap. 6], Dix˙ est une bijection continue pour la topologie
de Jacobson. D’apres [4], elle est bicontinue. Le theoreme suivant est le
resultat principal de ce memoire:
Theoreme. On suppose k algebriquement clos. Soient J un ideal premier
˙-invariant de S˙ et I son image par Dix˙. On note JI l’ensemble des
ideaux Q de S˙ pour lesquels M˙I est dans ModQPˆ˙. Alors pour un
ideal Q de S˙ les assertions suivantes sont equivalentes:
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(i) Il existe un element µ de E˙ pour lequel Q est egal a θµJ.
(ii) L’ideal J est maximal dans l’ensemble JI.
On suppose ici k algebriquement clos pour simplier. Dans la suite,
un enonce sera donne pour k non algebriquement clos. Dans le cas ou
˙ est une algebre de Lie nilpotente, Pˆ˙ est egal a A˙. Le theoreme
decrit alors de maniere evidente l’inverse de l’application de Dixmier
pour ˙. Dans le cas resoluble, on se ramene facilement au cas ou k est
algebriquement clos et ou ˙ est algebrique. Soit ˙I l’intersection des noy-
aux des poids de l’action de ˙ dans U˙/I que denit par passage au
quotient la representation adjointe de ˙ dans U˙. Puisque les ideaux I et
J sont engendres par leurs intersections avec U˙I et S˙I, on peut sup-
poser ˙I egal a ˙. D’apres le theoreme, I determine l’ensemble des θµJ
ou µ est dans E˙. D’apres [7, Sect. 6], il existe une extension K de k et
un ideal primitif IK de UK ⊗k ˙ dont l’intersection avec U˙ est I. On
designe par JK l’image inverse de PK par DixK⊗k˙. Pour tout µ dans E˙,
θµJ est l’intersection de θµJK et de S˙. Il suft alors de trouver les
points µ de E˙ pour lesquels IK est l’image de θµJK. Soit Ô l’algebre de
Lie d’un tore maximal d’un groupe algebrique d’algebre de Lie ˙. D’apres
[1, Lemme 5.2], pour tout t dans Ô, il existe un point q dans S˛ pour
lequel IK × JK contient t + σ˙q; t + q ou σ˙ est l’application canonique
de S˙ dans U˙. On peut ainsi determiner l’ensemble des µ de E˙ pour
lesquels IK est l’image de θµJK par l’application de Dixmier.
La preuve du theoreme se ramene au cas ou ˙ est une algebre de Lie
algebrique. On procede alors par recurrence sur la dimension de ˙. Cela
permet de supposer ˙I egal a ˙. Dans le cas ou I est un ideal primitif,
on montre que 9˙I est un ideal maximal de Pˆ˙. Pour cela on rap-
pelle en appendice les resultats de [1, (5.5) et (5.6)] et on y complete leurs
demonstrations. Alors d’apres [1, Theoreme 4.2], M˙I est objet de la
categorie de ModJPˆ˙. Ces me^mes techniques montrent que si Q est un
ideal de S˙ pour lequel M˙I est objet de la categorie ModQPˆ˙, alors
il existe un point µ de E˙ pour lequel θµJ contient Q. Quelques lemmes
de reduction et la bicontinuite de l’application de Dixmier [4] montrent
alors le theoreme. On deduit du theoreme que le gradue de 9˙I associe
a la ltration naturelle sur Pˆ˙ contient une puissance du gradue associe
a la ltration canonique sur J.
2. NOTATIONS
Dans ce memoire, on note k un corps de caracteristique 0 et ˙ une k-
algebre de Lie de dimension nie, completement resoluble. On designe par
G son groupe adjoint algebrique et par ˛ un ideal nilpotent de ˙ contenant
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˙; ˙. Les resultats qui sont rappeles dans cette section sont contenus dans
[3]. On utilisera une extension k de k, algebrique et algebriquement close.
Lorsque ˙ est une algebre de Lie algebrique, on appelle tore de ˙ une sous-
algebre algebrique commutative dont tous les elements sont semi-simples.
2.1.
Si V est un k-espace vectoriel de dimension nie, on note V ∗ son dual,
SV  son algebre symetrique, et AV  son algebre de Weyl. On designe
par SˆV ∗ l’algebre des series formelles sur V et par AˆV  l’algebres des
operateurs differentiels a coefcients series formelles sur V . En fait, SˆV ∗
et AˆV  sont les completes respectifs de SV ∗ et de AV  relatifs aux
topologies evidentes. En outre, le SˆV ∗-module sous-jacent a AˆV  est
canoniquement isomorphe au produit tensoriel:
SˆV ∗ ⊗SV ∗ AV :
Si W est un sous-espace de V , on note W ⊥ l’orthogonal de W dans V ∗,
BV;W la sous-algebre de AV  engendree par V et W ⊥, BˆV;W sa clo^ture dans
AˆV . L’ideal a gauche de BV;W engendre par W est un ideal bilatere et le
quotient de BV;W par cet ideal est canoniquement isomorphe a AV/W .
On designe par bV;W le morphisme canonique de BV;W sur AV/W . Ce
morphisme s’etend de maniere unique en un morphisme bˆV;W de BˆV;W sur
AˆV/W . Soit CV;W la sous-algebre de AV  engendree par W et V ∗. L’ideal
a gauche de CV;W engendre par W ⊥ est un ideal bilatere et le quotient de
CV;W par cet ideal est canoniquement isomorphe a AW . On designe par
cV;W le morphisme canonique de CV;W sur AW . Ce morphisme s’etend
de maniere unique en un morphisme cˆV;W de la clo^ture CˆV;W de CV;W sur
AˆW .
2.2.
Pour tout entier i, on designe par Si˙∗ le sous-espace des elements
homogenes de degre i de S˙∗. Soit Symi˙; S˙ l’espace des applications
i-lineaires symetriques de ˙× · · · × ˙ dans S˙. Puisque ˙ est un k-espace
vectoriel de dimension nie, Symi˙; S˙ est canoniquement isomorphe
au produit tensoriel Si˙∗ ⊗k S˙. En outre, cet espace s’identie a un
sous-espace de A˙ au moyen de l’isomorphisme lineaire:
S˙∗ ⊗k S˙ → A˙; q⊗ p 7→ qp:
Pour tout x dans ˙ et pour tout entier positif r, on note Erx l’element de
Symr˙; S˙ deni par:
Erxy; : : : ; y = ad yrx:
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On designe par L˙x et R˙x les elements de Aˆ˙
x+ 12E1x + · · · + brErx + · · · ; x− 12E1x + · · · + crErx + · · · ;
ou b1; b2; : : :, c1; c2; : : : sont les coefcients des series entieres
T
1− exp−T  ;
T
expT  − 1 :
L’application L˙ est un homomorphisme de l’algebre de Lie ˙ dans l’algebre
de Lie sous-jacente a Aˆ˙. L’application R˙ est un anti-homomorphisme
de l’algebre de Lie ˙ dans l’algebre de Lie sous-jacente a Aˆ˙. Soit U˙
l’algebre enveloppante de ˙. On designe encore par L˙ et R˙ les prolonge-
ments canoniques de L˙ et de R˙ a U˙. Pour les ltrations usuelles sur
U˙ et Aˆ˙, L˙ est un morphisme d’algebres ltrees. Pour tout x dans ˙,
on pose
W˙x = L˙x − R˙x:
Alors W˙x est le champ de vecteurs a coefcients polynomiaux dont
la valeur en y est y; x. En outre, pour tout a dans Aˆ˙, le crochet
W˙x; a, pour la structure d’algebre de Lie sous-jacente a la structure
d’algebre sur Aˆ˙, est l’image de a par l’action adjointe de x dans Aˆ˙.
Pour toute derivation x de ˙, on note aussi W˙x l’element de A˙ deni
par l’endomorphisme −x de ˙. La derivation de Aˆ˙, denie par W˙x,
est l’extension a Aˆ˙ de la derivation x de ˙.
2.3.
Soit E˙ le sous--espace vectoriel de ˙∗ engendre par les poids de la
representation adjointe de ˙. On note SˆE˙ la clo^ture dans Sˆ˙∗ de la
sous--algebre engendree par E˙. On designe par Pˆ˙ la sous-algebre de
Aˆ˙ engendree par A˙ et SˆE˙. La sous-k-algebre de Sˆ˙∗ engendree
par SˆE˙, est stable par les derivations ϕ 7→ v; ϕ, ou v est dans V ; donc
le k-espace vectoriel sous-jacent a Pˆ˙ est isomorphe au produit tensoriel:
SˆE˙S˙∗ ⊗k S˙:
D’apres [1, Lemme 4.1], Pˆ˙ contient les images de L˙ et de R˙.
Si ` est une sous-algebre de ˙, on note B˙;` la sous-algebre de Pˆ˙
engendree par B˙;` et par SˆE˙. De me^me, on designe par C˙;` la sous-
algebre de Pˆ˙ engendree par C˙;` et par SˆE˙. On note b˙;` la restriction
de bˆ˙;` a B˙;` et c˙;` la restriction de cˆ˙;` a C˙;`. Si tout poids de ` est la
restriction d’un poids de ˙, l’image de c˙;` est la sous-algebre Pˆ` de Aˆ`.
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Cette derniere condition est satisfaite lorsque ` est un ideal. Si ` est un
ideal contenu dans ˛, l’image de b˙;` est la sous-algebre Pˆ˙/`.
Si K est une extension de k, l’extension K-lineaire a K⊗k ˙ d’un poids de
˙, est un poids de K⊗k ˙. Puisque ˙ est completement resoluble, tout poids
de K⊗k ˙ s’obtient de cette façon; donc l’application de EK⊗k˙ dans E˙ qui
a λ associe sa restriction a ˙ est un isomorphisme de -espaces vectoriels.
Cet isomorphisme se prolonge de maniere unique en un isomorphisme
continu de SˆEK⊗k˙ sur SˆE˙. Par suite, les deux K-algebres K ⊗k Pˆ˙
et PˆK ⊗k ˙ sont isomorphes. Dans ce memoire, on identiera les deux
-algebres SˆEK⊗k˙, SˆE˙, et les deux K-algebres K ⊗k Pˆ˙, PˆK ⊗k ˙
au moyen de ces isomorphismes.
2.4.
Si J est un ideal premier ˙-invariant de S˙, on note VJ la variete des
zeros de J dans k⊗k ˙∗. Soit VmaxJ la reunion des G-orbites qui sont
contenues dans VJ et qui y sont de dimension maximale. Alors VmaxJ
est ouvert dans VJ et l’ideal de denition du complementaire de VmaxJ
dans VJ est deni sur k. On le note J˜. Soit q un element de J˜ qui n’est
pas dans J. On designe par 3′˙J l’ensemble des elements a de A˙ pour
lesquels qla appartient a l’ideal a gauche de A˙ engendre par J et W˙˜˙ ,
des que l est assez grand. D’apres [1, Lemme 7.2], 3′˙J est un ideal a
gauche de A˙ qui ne depend pas du choix de q. On designe par 3˙J
l’ideal a gauche de Pˆ˙ engendre par 3′˙J.
2.5.
Soit ˘ le centre de ˛. Lorsqu’il est de dimension 1, on appelle quadru-
plet reduisant dans ˛ tout quadruplet x; y; z; ` qui satisfait les conditions
suivantes:
(1) x; y est egal a z et engendre ˘;
(2) y;˛ est contenu dans ˘;
(3) ` est le centralisateur de y dans ˛.
Le sous-espace engendre par x et ` est alors egal a ˛.
2.6.
D’apres le theoreme d’Ado, ˙ a une representation dele dans un k-
espace vectoriel V de dimension nie. On identie ˙ a une sous-algebre
de Lie de ˙ÌV  au moyen de cette representation et on designe par ¯
l’enveloppe algebrique de ˙ dans ˙ÌV . On note ˛¯ le plus grand ideal
nilpotent de ¯. L’image de ˛¯ par la representation adjointe de ¯ dans ˙
est alors le plus grand ideal nilpotent de l’enveloppe algebrique ˜˙ de ad˙
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dans l’algebre de Lie Der˙ des derivations de ˙. On designe par ˛a cet
ideal.
Puisque ˙ est un ideal de ¯, la representation adjointe de ¯ dans U¯
laisse U˙ invariant. En outre, U˙ est reunion de sous-espaces ¯-
invariants de dimension nie. Puisque tout ideal bilatere de U˙ est stable
par la representation adjointe de ˙ dans U˙, tout ideal bilatere de U˙
est stable par la representation de ¯ dans U˙. En particulier, tout ideal
bilatere de U˙ est invariant par les derivations de ˙ qui appartiennent
a ˛a.
2.7.
D’une maniere generale, on appelera ideal d’un anneau tout ideal bi-
latere. D’apres [2, Chap. 6], l’application de Dixmier Dix˙ pour ˙ est bijec-
tive. On note β˙ l’application inverse. Alors β˙ est une bijection de l’espace
des ideaux premiers de l’algebre enveloppante U˙ de ˙ sur l’espace des
ideaux premiers ˙-invariants de S˙. Cette bijection s’etend de maniere
canonique en une bijection de l’espace des ideaux semi-premiers de U˙
sur l’espace des ideaux semi-premiers ˙-invariants de S˙. On designe par
le me^me symbole cette extension.
Si J est un ideal premier ˙-invariant de S˙, d’apres [1, Lemme 7.1], il
existe un unique ideal ˙J de ˙ qui est caracterise par la propriete suivante:
pour tout point f d’un ouvert de Zariski partout dense de VJ, ˙J est
l’ensemble des points x de ˙ pour lesquels ad x appartient a l’ideal de
k⊗k ˜˙ engendre par k⊗k ˜˙ f  et k⊗k ˛a. L’ideal J est engendre par son
intersection avec S˙J. Si I est l’image de J par l’application de Dixmier
pour ˙, I est engendre par son intersection avec U˙J.
3. CATEGORIES DE Pˆ˙-MODULES
On utilise la notation suivante pour un anneau ! quelconque: Mod!
est la categorie des !-modules a gauche de type ni. Soient V un k-espace
vectoriel de dimension nie. Soit !′ une sous-algebre de SˆV ∗ qui contient
SV ∗ et qui est stable par les derivations θ 7→ v; θ pour tout v dans V .
On designe par ! le sous-SV -module de AˆV  engendre par !′. Alors !
est une sous-algebre de AˆV  qui contient AV . En outre, le SV -module
! est isomorphe au produit tensoriel:
SV  ⊗k !′:
3.1.
Soient J un ideal de SV  et M un objet de Mod!. On note M ′ le
sous-!-module engendre par les elements de M qui sont annules par une
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puisance de J. On dira que M satisfait la condition (?) relativement a J si
le !-module M est egal a M ′. On notera ModJ! la sous-categorie pleine
de Mod! dont les objets M admettent une ltration
0 =M0⊂ · · · ⊂Mn =M;
dans Mod! telle que pour i = 0; : : : ; n − 1, le quotient Mi+1/Mi ait la
propriete (?).
Lemme. Soit J un ideal de SV .
(i) Tout quotient d’un !-module M de ModJ! est un objet de
ModJ!.
(ii) Soit J ′ un ideal de SV  contenu dans J. Alors ModJ! est une
sous-categorie pleine de ModJ ′ !.
(iii) Soit
0→M1 →M2 →M3 → 0
une suite exacte courte dans Mod!. Si M1 et M3 sont dans ModJ!, alors
M2 est dans ModJ!.
(i) Soient P dans ModJ! et M un quotient de P . Puisque toute
ltration de P qui satisfait la condition (?), induit une ltration de M qui
satisfait la condition (?), M est dans ModJ!.
(ii) Si M satisfait la condition (?) relativement a J alors il satisfait
la condition (?) relativement a J ′; donc tout objet de ModJ! est dans
ModJ ′ !.
(iii) Puisque M1 est dans ModJ!, il existe une ltration
0 = P0⊂ · · · ⊂Pn =M1;
telle que pour i = 0; : : : ; n − 1, Pi+1/Pi satisfait la condition (?) relative-
ment a J. De me^me, M3 etant dans ModJ!, il existe une ltration
0 = Q0⊂ · · · ⊂Qm =M3;
telle que pour i = 0; : : : ;m− 1, Qi+1/Qi satisfait la condition (?) relative-
ment a J. Pour i = 1; : : : ;m, on note Pi+n l’image reciproque de Qi dans
M2. Alors les sous-quotients de la ltration
0 = P0⊂ · · · ⊂Pn+m =M2;
de M2 satisfont la condition (?) relativement a J.
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3.2.
Soit K une extension de k. Si M est un !-module a gauche, on designe
par EKM le K ⊗k !-module a gauche:
K ⊗k M:
On denit ainsi un foncteur EK de la categorie Mod! dans la categorie
ModK ⊗k !.
Soit W un sous-espace de V . On designe par # l’intersection des sous-
algebres CˆV;W et !. Soit " l’image de # par cˆV;W . On a alors un foncteur
indVW de la categorie Mod" dans la categorie Mod!:
M 7→ !⊗# M:
Si N est un AW -module a gauche, on notera aussi indVW N le AV -
module a gauche:
AV  ⊗CV;W N:
Lemme. Soit J un ideal de SV .
(i) Le foncteur EK est un foncteur exact et dele. Pour tout objet M de
ModJ!, EKM est un objet de la categorie ModK⊗kJK ⊗k !.
On suppose que J est l’ideal engendre par son intersection J ′ avec SW .
(ii) Le foncteur indVW est un foncteur exact et dele de la categorie
ModJ ′ " vers la categorie ModJ!.
(i) Le foncteur M 7→ K ⊗k M est un foncteur exact et dele de la
categorie Mod! dans la categorie ModK ⊗k !. Soit N un sous-A˙-
module de type ni de M dont tout element est annule par une puissance
de J. Alors le sous-AK ⊗k V -module K ⊗k N de EKM est de type ni
et chacun de ses elements est annule par une puissance de K ⊗k J; donc
d’apres l’assertion (iii) du lemme 3.1 et d’apres ce qui precede, EKM est
un objet de la categorie ModK⊗kJK⊗k ! si M est un objet de la categorie
ModJ!.
(ii) On designe par U un supplementaire de W dans V . Le SW -
module ! est alors isomorphe a SU ⊗k #. Le SW -module sous-jacent
a indVW M est donc isomorphe a SU ⊗k M . L’exactitude et la delite
du foncteur indVW en resulte aussito^t. Si N est un AW -module a gauche
de type ni, dont tout element est annule par une puissance de J ′, alors
tout element de indVW N est annule par une puissance de J; donc d’apres
l’assertion (iii) du lemme 3.1 et d’apres ce qui precede, indVW M est un
objet de la categorie ModJ! si M est un objet de la categorie ModJ ′ ".
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3.3.
Si λ est dans V ∗, on note θλ l’automorphisme de SV  tel que θλv =
v − λ; v, pour tout v dans V . On designe aussi par θλ l’automorphisme
continu de AˆV  qui prolonge θλ et qui laisse xe chaque point de V ∗.
Puisque tout point de SˆV ∗ est invariant par θλ, ! est stable par θλ pour
tout λ dans V ∗.
Lemme. Soit λ une forme lineaire sur V telle que ! contienne les elements
expλ et exp−λ de SˆV ∗. Alors les categories ModJ! et ModθλJ!
sont egales.
Pour tout M dans Mod!, on note MJ le sous-espace des elements
annules par une puissance de J. Pour tout m dans M et pour tout a dans
!, on a
θλa expλm = amy
donc l’application m 7→ expλm induit une bijection de MJ sur MθλJ.
Les conditions (?) relatives a J et a θλJ sont alors equivalentes, d’ou
l’egalite des categories ModJ! et ModθλJ!.
4. SUR LES IDEAUX A GAUCHE DE Pˆ˙
On utilise la sous-algebre Pˆ˙ de Aˆ˙ denie en 2.3. Si I est un
ideal premier de U˙, on note 9˙I l’ideal a gauche de Pˆ˙ engendre
par L˙I et W˙˛a, ou ˛a est la sous-algebre de Lie des derivations de
˙ denie en 2.6. On designe alors par M˙I le Pˆ˙-module quotient
Pˆ˙/9˙I. Si J est un ideal de S˙, on note 8˙J l’ideal a gauche de
Pˆ˙ engendre par J et W˙˛a.
4.1.
Toute derivation de ˙ se prolonge de maniere unique en une derivation
de U˙. On denit ainsi une representation de ˛a dans U˙. Cette
representation sera appelee representation standard de ˛a dans U˙.
D’apres 2.6, tout ideal bilatere de U˙ est stable par la representation
standard de ˛a. Puisque ˛a est une algebre de Lie de derivations nilpo-
tentes de ˙, l’image de ˛a par cette representation est une algebre de Lie
de derivations localement nilpotentes. Soient I0 et I1 deux ideaux de U˙
pour lesquels I1 contient I0. On appelle cha^ne utile d’extremites I0 et I1
toute suite croissante J0; : : : ;Jl d’ideaux de U˙ qui satisfait les conditions
suivantes:
(1) J0 = I0 et Jl = I1;
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(2) pour i = 1; : : : ; l, il existe un element ui de U˙, invariant mod-
ulo Ji−1 pour la representation standard de ˛a dans U˙, pour lequel Ji
est la somme de Ji−1 et de U˙ui.
On dira que les elements u1; : : : ;ul determinent la cha^ne utile J0; : : : ;Jl.
Puisque l’enveloppe algebrique de ad˙ dans Der˙ est le produit semi-
direct de ˛a et d’un tore, tout element de U˙, ˛a-invariant modulo Ji−1,
est somme d’elements semi-invariants modulo Ji−1, relativement a ˙; donc
Ji est un ideal bilatere de U˙.
Lemme. Pour tout couple I0; I1 d’ideaux de U˙ ou I1 contient I0, il
existe une cha^ne utile d’extremites I0 et I1. Si I1 est contenu dans le radical
de I0, on peut trouver une cha^ne utile J0; : : : ;Jl determinee par des elements
u1; : : : ;ul qui pour tout i satisfont la condition suivante: Ji−1 contient u
2
i .
On construit une suite croissante J0; J1; : : : d’ideaux de U˙ contenus
dans I1 et contenant I0. On procede par recurrence. On pose: J0 = I0. On
suppose connu Jl. Soit ul+1 un element de I1 qui n’appartient pas a Jl et qui
est un invariant modulo Jl de la representation standard de ˛a dans U˙.
On note alors Jl+1 l’ideal Jl +U˙ul+1. La suite J0; J1; : : : est strictement
croissante; l’anneau U˙ etant noetherien, il existe donc un entier l pour
lequel Jl est egal a I1. On trouve ainsi une cha^ne utile d’extremites I0 et
I1. Lorsque I1 est contenu dans le radical de I0, le radical de Jl contient I1.
On peut alors choisir ul de façon que son carre appartienne a Jl+1.
4.2.
On utilise l’application β˙ inverse de l’application de Dixmier pour ˙. Sa
denition est rappelee en 2.7.
Denition. Soit I un ideal semi-premier de U˙. Soit J son image
par β˙. On dira que I a la propriete (S) si le module M˙I est objet de la
categorie ModJPˆ˙.
Remarque. Lorsque ˙ est nilpotente, Pˆ˙ est egal a A˙. Dire que I a
la propriete (S) revient a dire que le radical de l’intersection de S˙ et de
9˙I contient J.
Lemme. Soient I1; : : : ;Is des ideaux premiers de U˙ qui ont la propri-
ete (S). Alors leur intersection I a la propriete (S).
On raisonne par recurrence sur s. On suppose que l’assertion est vraie
pour s − 1 et que I1; : : : ;Is sont les ideaux de la decomposition pri-
maire de I. Soient I ′ l’intersection des ideaux I1; : : : ;Is−1. Soient J, J ′
les images de I, I ′ par β˙. Par denition, J est l’intersection des ideaux
β˙I1; : : : ;β˙Is. De me^me, I1; : : : ;Is−1 etant la decomposition primaire
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de I ′, J ′ est l’intersection des ideaux β˙I1; : : : ;β˙Is−1; donc J ′ con-
tient J. D’apres l’hypothese de recurrence, M˙I ′ est dans ModJ ′ Pˆ˙;
donc d’apres l’assertion (ii) du lemme 3.1, M˙I ′ est dans ModJPˆ˙.
On utilise une cha^ne utile K0; : : : ;Kl d’extremites I et I ′, au sens de
4.1. Soient u1; : : : ;ul les elements qui la determinent. On montre par
recurrence sur i que M˙Kl−i est objet de la categorie ModJPˆ˙. On
suppose l’assertion vraie pour i − 1. Puisque pour tout δ dans ˛a, Kl−i
contient δul−i+1, le morphisme de Pˆ˙-modules a gauche
Pˆ˙ → Pˆ˙; a 7→ aL˙ul−i+1;
denit par passage au quotient un morphisme surjectif de M˙Is sur le
quotient 9˙Kl−i+1/9˙Kl−i; donc d’apres l’assertion (i) du lemme 3.1,
ce quotient est dans ModJPˆ˙. On a la suite exacte
0→ 9˙Kl−i+1/9˙Kl−i →M˙Kl−i →M˙Kl−i+1 → 0y
or d’apres l’hypothese de recurrence M˙Kl−i+1 est dans ModJPˆ˙; donc
M˙Kl−i est dans ModJPˆ˙. L’assertion pour i = l dit que M˙I est dans
ModJPˆ˙.
Corollaire. Soient I1; : : : ;Is des ideaux premiers de U˙. Soit I leur
intersection. On suppose que pour i = 1; : : : ; s, M˙Ii est un module sim-
ple. Alors M˙I est un module de longueur nie dont les sous-qotients sim-
ples sont isomorphes aux modules M˙I1; : : : ;M˙Is. En outre, lorsque les
modules M˙I1; : : : ;M˙Is sont deux a deux non isomorphes, M˙I est de
longueur s.
On montre le lemme en raisonnant par recurrence sur s. On le suppose
vrai pour s − 1. On designe par I ′ l’intersection des ideaux I1; : : : ;Is−1. Si
I ′ est egal a I, Is est l’un des ideaux I1; : : : ;Is−1; donc on peut supposer I ′
distinct de I. Soient pi ′ et pis les morphismes canoniques:
U˙ → U˙/I ′; U˙ → U˙/Is:
Par hypothese, 9˙Is est un ideal a gauche maximal de Pˆ˙; or d’apres
[1, theoreme], pour tout ideal premier I de U˙, I est l’image reciproque
de 9˙I par L˙; donc Is est un ideal maximal de U˙. Puisque Is ne con-
tient pas I ′, U˙ est la somme de I ′ et de Is; donc l’application lineaire
U˙ → U˙/I ′ ⊕U˙/Is; a 7→ pi ′a ⊕ pisa;
denit par passage au quotient un isomorphisme de U˙/I sur la somme
directe de U˙/I ′ et de U˙/Is. L’image de I ′/I par cet isomorphisme
etant U˙/Is, I ′/I est un U˙-module simple; donc avec les notations
du lemme, l est egal a 1. D’apres la preuve du lemme, le Pˆ˙-module
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9˙I ′/9˙I est alors isomorphe a M˙Is. Ce module etant simple,
d’apres l’hypothese de recurrence, M˙I est un module de longueur nie
egale a la longueur de M˙I ′ augmentee de 1. En outre, les sous-quotients
simples de M˙I sont isomorphes aux modules M˙I1; : : : ;M˙Is.
4.3.
Soit I un ideal de U˙. On designe par R son radical.
Lemme. On pose Q = β˙R. On suppose que R a la propriete (S). Alors
M˙I appartient a ModQPˆ˙.
On choisit une cha^ne utile I0; : : : ;Il d’extremites I et R. Soient u1; : : : ;ul
les elements qui la determinent. D’apres le lemme 4.1, on peut choisir la
cha^ne utile de façon que Ii contienne u
2
i . On montre en raisonnant par
recurrence sur i que M˙Il−i est dans ModQPˆ˙. On suppose l’assertion
vraie pour i− 1. D’apres le choix de la cha^ne utile, le morphisme de Pˆ˙-
modules a gauche
Pˆ˙ → Pˆ˙; a 7→ aL˙ul−i+1;
denit par passage au quotient un morphisme surjectif de M˙Il−i+1 sur
le quotient 9˙Il−i+1/9˙Il−i; donc d’apres l’hypothese de recurrence et
d’apres l’assertion (i) du lemme 3.1, ce quotient est dans ModQPˆ˙. Par
suite, M˙Il−i est dans ModQPˆ˙. L’assertion pour i = l donne le lemme.
4.4.
On suppose ˙ algebrique. Alors ˙ est produit semi-direct d’un tore Ô
et d’un ideal nilpotent ˛. On utilise la sous-algebre C˙;˛ de Pˆ˙ denie
en 2.3.
Lemme. Soient f dans ˛∗ et J l’annulateur dans S˛ de l’orbite coadjointe
de f . Soit I l’image de J par l’application de Dixmier pour ˛. On suppose Ô:f
egal a 0. Alors l’ideal a gauche de C˙;˛ engendre par L˙I et W˙˛ contient J.
On raisonne par recurrence sur la dimension de ˛. Si ˛ est de dimension
1 et si f est non nul, alors ˙ est commutatif. Dans ce cas, I est egal a J et
L˙ est l’injection canonique de S˛ dans C˙;˛. Si ˛ est de dimension 1 et
si f est nul, alors I et J sont egaux a l’ideal de S˛ engendre par ˛. En
outre, d’apres [3, Lemme 7.1], pour tout x dans ˛, L˙x − x appartient a
l’ideal a gauche de C˙;˛ engendre par W˙˛, d’ou le lemme dans ce cas.
On suppose le lemme vrai en dimension inferieure a celle de ˛.
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4.4.1. On montre le lemme dans le cas ou le centre de ˛ est de dimen-
sion superieure a 1. Soit ˘0 le noyau de la restriction de f au centre de ˛.
Puisque Ô stabilise f , Ô normalise ˘0, et ˘0 est un ideal de ˙. On note ˙′ le
quotient ˙ par ˘0 et ˛′ le quotient ˛ par ˘0. Alors ˙′ est une algebre de Lie
resoluble algebrique. En outre, ˙′ est produit semi-direct de ˛′ et de l’image
Ô′ de Ô par l’application canonique de ˙ sur ˙′. On designe par J ′ l’image de
J par le morphisme canonique de S˛ sur S˛′ et par I ′ l’image de I par
le morphisme canonique de U˛ sur U˛′. Soit f ′ la forme lineaire sur ˛′
que denit f par passage au quotient. Alors J′ est l’annulateur dans S˛′
de l’orbite coadjointe de f ′ et I ′ est egal a Dix˛′ J ′. En outre, Ô′ stabilise
f ′; donc d’apres l’hypothese de recurrence, J ′ est contenu dans l’ideal a
gauche de C˙′;˛′ engendre par L˙′ I ′ et W˙′ ˛′. On utilise la sous-algebre
B˙;˘0 de Pˆ˙ denie en 2.3. On note B′˙;˘0 l’intersection de B˙;˘0 avec C˙;˛ et
b′˙;˘0 la restriction de b˙;˘0 a B
′
˙;˘0
. L’image de b′˙;˘0 est egale a C˙′;˛′ . D’apres
2.2 et 2.3, pour tout x dans ˙, on a
b˙;˘0 ◦ L˙x = L˙′ ◦ b˙;˘0x et b˙;˘0 ◦W˙x = W˙′ ◦ b˙;˘0xy
donc l’ideal a gauche de C˙;˛ engendre par L˙I, W˙˛ et le noyau de
b′˙;˘0 contient J. Le noyau de b
′
˙;˘0
est l’ideal a gauche de B′˙;˘0 engendre par
˘0; or pour tout x dans ˘0, I contient x et L˙x − x appartient a l’ideal
a gauche de C˙;˛ engendre par W˙˛; donc le noyau de b′˙;˘0 est contenu
dans l’ideal a gauche de C˙;˛ engendre par L˙I et W˙˛, d’ou le lemme
dans ce cas.
Dans ce qui suit, on suppose que le centre de ˛ intersecte trivialement
le noyau de f . Alors il existe un quadruplet reduisant x; y; z; ` dans ˛,
au sens de 2.5 qui satisfait les conditions suivantes: J contient z − 1 et Ô
normalise kx, ky, et `.
4.4.2. Soient T une indeterminee et K le corps kT  des fractions ra-
tionnelles. On pose
´ = K ⊗k `; ´0 = kT  ⊗k ´; Ñ = K ⊗k ˙:
On rappelle que `∗ est le k-dual de ` et que ´∗ est le K-dual de ´. L’algebre
de Lie Ñ est algebrique et egale a la somme directe de ´ et de K ⊗k Ô.
Assertion. Soient J ′ l’intersection de J avec S` et J le sous-K-espace
vectoriel de S´ engendre par le noyau J˜ du morphisme
S´0 → S`/J ′; pi ⊗ a 7→ ˙piya;
ou a 7→ a˙ est le morphisme canonique de S` sur S`/J ′.
(i) Le sous-espace J de S´ est un ideal premier ´-invariant rationnel
de S´. En outre, le sabilisateur de tout point de la variete des zeros de J dans
´∗ contient un tore maximal de Ñ.
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(ii) L’image I de J par l’application de Dixmier pour ´ est le sous-K-
espace vectoriel de U´ engendre par le noyau I˜ du morphisme
U´0 → U`/I ′; pi ⊗ u 7→ ˙piyu;
ou I ′ est l’intersection de I avec U` et ou u 7→ u˙ est le morphisme canonique
de U` sur U`/I ′.
(i) On designe par f0 la restriction de f a ` et par f la forme lineaire
expf; y − T δ:f0 ou δ est l’extension K-lineaire de la derivation adx
de `. Puisque Ô stabilise f0, le stabilisateur de f contient un tore maximal
de Ñ. D’apres [7, Sect. 6], J est un ideal premier ´-invariant rationnel de
S´. En outre, il contient K ⊗k J ′ et T ⊗ 1− 1⊗ y; or l’orbite coadjointe
de f est l’ensemble des zeros dans ´∗ de l’ideal engendre par K ⊗k J ′ et
T ⊗ 1− 1⊗ y; donc la variete des zeros de J dans ´∗ est l’orbite coadjointe
de f .
(ii) L’assertion resulte de [7, Sect. 6].
4.4.3. On note Ò la K-algebre de Lie K ⊗k ˙. Le dual de ˙ s’identie
a un sous-k-espace vectoriel de Ò∗. En outre, E˙ est egal a EÒ. Soit " la
sous-k-algebre de PˆÒ engendree par kT , SˆE˙, `, et l’orthogonal de y
dans ˙∗.
Assertion. L’algebre " est le centralisateur de y dans la sous-k-algebre
de PˆÒ engendree par kT , `, et ˙∗.
Soit # la sous-k-algebre de PˆÒ engendree par kT , SˆE˙, `, et ˙∗. Soit
y∗ une forme lineaire sur ˙ dont la valeur en y est 1. Tout element c de #
a un unique developpement
c = c0 + c1y∗ + · · · + cry∗r + · · · ;
ou c0; c1; : : : sont des elements de ", nuls sauf pour un nombre ni de
d’indices. De l’egalite
y; c0 + c1y∗ + · · · + cry∗r = c1 + · · · + rcry∗r−1;
et d’un raisonnement par recurrence sur r, on deduit la relation
yc = cy ⇐⇒ 0 = c1 = c2 = · · · = cr = · · · :
4.4.4. Assertion. L’algebre " contient LÒU´0 et WÒ´0.
D’apres 2.2, pour tout ξ dans ´0, # contient LÒξ et WÒξ. Puisque y
appartient au centre ´, LÒy commute a tout element dans LÒU´ et y
commute a tout element de WÒ´. Pour tout ξ dans ´, on a
W˙yL˙ξ − L˙ξW˙y = L˙y; ξ = 0y
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or d’apres [1, Lemme 6.1], on a
L˙y = y −φ′0W˙y;
ou φ′0 est un element du centre de CÒ;´; donc y commute a tout element
de LÒU´. L’assertion resulte alors de l’assertion 4.4.3.
4.4.5. Soit J0 l’annulateur de l’orbite coadjointe de f0 dans S`. On
pose I0 = Dix`J0.
Assertion. Soit L0 l’ideal a gauche de C˙;` engendre par L˙I0 et W˙`.
Alors L0 contient J0.
Soit ¨ la somme de Ô et de `. Alors ¨ est une sous-algebre algebrique
de ˙. D’apres l’hypothese de recurrence pour ¨ et J0, l’ideal a gauche de
C¨;` engendre par L¨I0 et W¨` contient J0. L’image de C˙;` par c˙;¨ est
l’algebre C¨;`. En outre, le noyau de c˙;¨ est l’ideal a gauche engendre par
x∗ ou x∗ est la forme lineaire sur ˙ egale a 1 en x et de noyau ¨. D’apres
2.2, pour tout ξ dans ¨, on a
c˙;¨ ◦ L˙ξ = L¨ ◦ c˙;¨ξ et c˙;¨ ◦W˙ξ = W¨ ◦ c˙;¨ξy
donc J0 est contenu dans l’ideal a gauche de C˙;` engendre par x∗, L˙I0,
et W˙`. On note λ le poids de y pour la representation adjointe de Ô
dans `. Alors on a
W˙y = λy + x∗z:
L’ideal I0 contient z − 1 et y; or on a
L˙z = z et L˙y = y −φ′0W˙yy
donc L0 contient y, x∗, et J0.
4.4.6. On designe par LT l’ideal a gauche de " engendre par LÒI˜ et
WÒ´0. On rappelle que Ò et " sont denis en 4.4.3.
Assertion. Pour tout q dans J˜, il existe un polyno^me non nul pi dans
kT  pour lequel LT contient piq.
On note L′T l’ideal a gauche de # engendre par LÒI˜ et WÒ´0. On note
J0 l’annulateur dans S´ de l’orbite coadjointe de f0 et I0 l’ideal Dix´J0
de U´. Alors J0 et I0 sont respectivement egaux KJ0 et a KI0; donc KL0
est l’ideal a gauche de CÒ;´ engendre par LÒI0 et WÒ´. L’automorphisme
exp−Tadx de ˙ laisse stable ´ et transforme f0 en f . En outre, son
extension canonique a PˆÒ laisse stable CÒ;´. D’apres l’assertion 4.4.2, il
transforme J0 en J et I0 en I; donc son extension canonique a PˆÒ trans-
forme KL0 en KL
′
T . Par suite, d’apres l’assertion 4.4.5, KL
′
T contient J;
donc pour tout q dans J˜, il existe un polyno^me pi dans kT  pour lequel
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L′T contient piq. D’apres les assertions 4.4.3 et 4.4.4, LT est l’intersection
de " et de L′T ; or tout element de J˜ commute a y; donc pour tout q dans
J˜, il existe un polyno^me pi dans kT  pour lequel LT contient piq.
4.4.7. On rappelle que B˙;ky est la sous-algebre de Pˆ˙ engendree par
˙, SˆE˙, et l’orthogonal de y dans ˙∗. On note ε l’unique morphisme de
k-algebres:
"
ε−→ B˙;ky; pi ⊗ a 7→ piya:
L’image de " par ε est l’intersection B′˙;ky de C˙;` et de B˙;ky . En effet,
cette image est engendree par `, SˆE˙, et l’orthogonal de y dans ˙∗.
Assertion. L’ideal J ′ est contenu dans l’ideal a gauche de C˙;` engendre
par L˙I ′ et W˙˛.
On note L1 l’ideal a gauche de C˙;` engendre par L˙I ′ et W˙`. Pour
tout ξ dans `, on a
ε ◦ LÒξ = L˙ξ et ε ◦WÒξ = W˙ξy
or C˙;` contient B
′
˙;ky ; donc L1 est l’ideal a gauche de C˙;` engendre par
εLT . Puisque J ′ est egal a εJ˜, pour tout q dans J ′, il existe un polyno^me
non nul pi dans kT  pour lequel L1 contient piyq.
Soit L′1 l’ideal a gauche de C˙;` engendre par L1 et W˙x. Pour tout
entier positif ν, on note J ′ν l’ensemble des elements de J
′ de degre au
plus ν, pour la graduation usuelle sur S`. Pour un entier ν xe, J ′ν est de
dimension nie et il existe donc piν dans kT  tel que L′1 contienne J ′νpiνy.
Designant par pi ′ν la derivee de piν, on a la relation
W˙x; J ′νpiνy = W˙x; J ′νpiνy + J ′νpi ′νyzy
donc L′1 contient J
′
νpi
′
νy. Par consequent, L′1 contient J ′ν. Vu l’arbitraire
de ν, L′1 contient J
′.
Le lemme resulte alors de ce que J est l’ideal de S˛ engendre par J ′.
Corollaire. Soit J l’annulateur dans S˙ d’une orbite de la representa-
tion coadjointe de ˙. Soit I son image par l’application de Dixmier pour ˙.
On suppose ˙J egal a ˙. Alors il existe un element inversible p de SˆE˙ pour
lequel 8˙Jp est egal a 9˙I.
D’apres [1, Theoreme 4.2], il existe un element inversible p de SˆE˙
pour lequel 8˙Jp contient 9˙I. On note J0 l’intersection de J et
de S˛.
Assertion. L’intersection L de 8˙Jp et de C˙;˛ est l’ideal a gauche de
C˙;˛ engendre par J0 et W˙˛.
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Soit t1; : : : ;td est une base de Ô. D’apres [1, Lemme 5.2], il existe
q1; : : : ;qd dans S˛ satisfaisant les relations
t1 + q1 ∈ J ; : : : ; td + qd ∈ Jy
donc J est l’ideal engendre par J0 et les elements t1 + q1; : : : ; td + qd. Tout
element a de Pˆ˙ a un developpement unique
a = X
i1;:::;id
ai1;:::;id t
i1
1 · · · tidd ;
ou les coefcients ai1;:::;id sont des elements de C˙;˛, nuls sauf pour un
nombre ni d’indices; donc tout element a de Pˆ˙ a un developpement
unique
a = X
i1;:::;id
a′i1;:::;idt1 + q1i1 · · · td + qdid ;
ou les coefcients a′i1;:::;id sont des elements de C˙;˛, nuls sauf pour un
nombre ni d’indices. En outre, C˙;˛ contient a si et seulement si a
′
i1;:::;id
est nul des que un des entiers i1; : : : ;id n’est pas nul. Puisque C˙;˛ contient
J0 et W˙˛, l’intersection de 8˙J et de C˙;˛ est l’ideal a gauche de C˙;˛
engendre par J0 et W˙˛; or p est un element inversible du centre de
C˙;˛; donc l’intersection de 8˙Jp et de C˙;˛ est l’ideal a gauche de C˙;˛
engendre par J0 et W˙˛.
D’apres [1, Lemme 5.2], il existe p1; : : : ;pd dans U˛ satisfaisant les
relations
t1 + p1 ∈ I ; : : : ; td + pd ∈ I:
Puisque pour tout i, L˙ti +pi appartient a la somme de ti et de C˙;˛, Pˆ˙
est la somme de 9˙I et de C˙;˛; or 9˙I est contenu dans 8˙Jp; donc
8˙Jp est la somme de L et de 9˙I. D’apres le lemme et l’assertion,
9˙I contient L; donc 9˙I est egal a 8˙Jp.
4.5.
Soient J un ideal ˙-invariant premier de S˙ et I = Dix˙J.
Proposition. On suppose que J est l’annulateur dans S˙ d’une orbite
coadjointe de ˙, pour laquelle ˙J est egal a ˙. Alors M˙I est un module
simple et tout endomorphisme du Pˆ˙-module M˙I est multiple scalaire de
l’identite.
D’apres le corollaire 4.4, il existe un element inversible p de SˆE˙ pour
lequel 8˙Jp est egal a 9˙I; donc le module M˙I est isomorphe au
quotient Pˆ˙/8˙J. La propositon resulte alors de l’appendice.
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5. SUR LES IDEAUX DE L’ALGEBRE ENVELOPPANTE
On utilise la clo^ture algebrique  de  dans k et on note k′ le sous-
corps de k engendre par k et . On designe par 00 le groupe de Galois de
l’extension  de . Soit k0 la clo^ture algebrique de  dans k. L’extension
k′ de k est une extension galoisienne. On designe par 0′ son groupe de
Galois. Le sous-corps  de k′ est stable par 0′ et l’application qui a γ
dans 0′ associe sa restriction a  est un isomorphisme de 0′ sur le groupe
de Galois de l’extension  de k0. Dans ce qui suit, on identie ces deux
groupes de Galois au moyen de cet isomorphisme. L’action de 0′ dans k′
s’etend naturellement a k′ ⊗k ˙ et a Sk′ ⊗k ˙. Pour tout f dans k′ ⊗k ˙∗
et pour tout γ dans 0′, on note γ:f la forme lineaire sur k′ ⊗k ˙ denie par
γ:f ; x = γf; γ−1:x:
Le sous-ensemble E˙ de k′ ⊗k ˙∗ est stable par cette action et l’ensemble
des points xes de l’action de 0′ dans E˙ est k0E˙. Puisque E˙ est un -
espace vectoriel, l’action de 00 dans  se prolonge naturellement en une
action dans E˙ dont l’ensemble des points xes est E˙. La restriction a
0′ de cette action de 00 co¨ncide avec l’action denie plus haut. Avec les
notations de 3.3, pour tout µ dans E˙ et pour tout ideal J de Sk′ ⊗k ˙,
on note µ ? J l’intersection des ideaux θγ:µJ ou γ est dans 00. Soit I un
ideal premier de U˙. On note XI l’ensemble des ideaux semi-premiers
J de S˙ pour lesquels M˙I est dans ModJPˆ˙. On designe par X0I
l’ensemble des elements maximaux de XI pour la relation d’inclusion.
D’apres 3.3, le sous-groupe k′E˙ de k′˙∗ opere par automorphismes sur
Sk′ ⊗k ˙.
Denition. Soit J un ideal de Sk′ ⊗k ˙. Soit µ un point de E˙.
On note µ1; : : : ;µl les points deux a deux distincts de l’orbite de µ sous
l’action de 00. On dira que µ est minimal relativement a J s’il satisfait la
condition suivante: soient ν1; : : : ;νs les points deux a deux distincts d’une
00-orbite dans E˙; si la reunion Uν1 des orbites 0
′:θν1Jp; : : : ; 0′:θνsJp
est contenue dans la reunion Uµ des orbites 0′:θµ1Jp; : : : ; 0′:θµlJp, alors
Uµ est egal a Uν1 .
Theoreme. Soient J un ideal premier, ˙-invariant de S˙ et I = Dix˙J.
On designe par Jp un ideal de la decomposition primaire de k′J. Alors X0I
est l’ensemble des intersections de S˙ avec les ideaux µ ? Jp ou µ est un
point de E˙, minimal relativement a Jp. En particulier, dans le cas ou k′ est
egal a k, l’ensemble des ideaux premiers qui appartiennent a X0I est l’orbite
de J sous l’action de E˙.
Le theoreme de l’introduction est le cas particulier ou k est algebrique-
ment clos. Par denition, les ideaux dans X0I sont semi-premiers. On
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designera par Jµ l’intersection de S˙ et de µ ? Jp. La demonstration du
theoreme necessite quelques resultats preliminaires.
Remarque. Si l’algebre de Lie ˙ est nilpotente, J est donc le radical de
l’intersection de S˙ et de 9˙I.
5.1.
Soit K une extension algebrique galoisienne de k, contenue dans k. On
note 0K son groupe de Galois. L’action de 0K dans K se prolonge naturelle-
ment a K ⊗k ˙, UK ⊗k ˙, SK ⊗k ˙, et PˆK ⊗k ˙.
Lemme. Soit I1 un ideal de la decomposition primaire de KI. Soit µ
dans E˙.
(i) L’element µ est minimal relativement a Jp si et seulement si Jµ est
maximal parmi les ideaux Jν ou ν est dans E˙. En outre, pour tout γ dans
0′, µ est minimal relativement a Jp si et seulement s’il est minimal relativement
a γ:Jp.
(ii) Il existe un element ν de E˙, minimal relativement a Jp pour
lequel Jν contient Jµ.
(iii) Si XI contient J, alors XI contient Jµ.
(iv) On suppose que I1 satisfait les conclusions du theoreme. Alors I
satisfait les conclusions du theoreme.
(v) On suppose que k′ est egal a k et que X0I est l’ensemble des
ideaux Jµ ou µ est minimal relativement a J. Alors l’ensemble des ideaux
premiers de S˙ qui appartiennent a X0I est l’orbite de J sous l’action
de E˙.
(i) Soient µ1; : : : ;µl les points deux a deux distincts de l’orbite
de µ sous 00. Soient ν1; : : : ;νs les points deux a deux distincts de la
00-orbite d’un point ν de E˙. Les ideaux de la decomposition primaire
de k′Jµ sont les ideaux γ:θµj Jp ou γ; j est dans 0′ × 1; : : : ; l; donc
Jν contient Jµ si et seulement si pour tout i dans 1; : : : ; s, il existe
un point γ; j de 0′ × 1; : : : ; l pour lequel θνiJp contient γ:θµj Jp.
Puisque les quotients S˙/θνiJp et S˙/γ:θµj Jp ont me^me dimen-
sion de Krull [5, Chap. 5], cette inclusion n’est possible que si θνiJp est
egal a γ:θµj Jp; donc Jν contient Jµ si et seulement si la reunion Uµ
des orbites 0′:θµ1Jp; : : : ; 0′:θµlJp contient la reunion Uν des orbites
0′:θν1Jp; : : : ; 0′:θνsJp. Par suite, µ est minimal relativement a Jp si et
seulement si Jµ est un ideal maximal parmi les ideaux Jν ou ν est dans
E˙. Pour tout λ dans E˙ et pour tout γ; a dans 0′ × S˙, on a
θγ:λa = γ:θλγ−1:ay ??
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donc Uµ co¨ncide avec la reunion des orbites 0′:θµ1γ:Jp; : : : ; 0′:θµlγ:Jp
pour tout γ dans 0, d’ou la derniere partie de l’assertion.
(ii) Soit ν un point de E˙ qui satisfait les deux conditions suivantes:
Uµ contient Uν et le nombre d’orbites de 0′ dans Uν est minimal. Alors Jµ
est contenu dans Jν et ν est minimal relativement a Jp.
(iii) Soit M dans ModPˆ˙. On suppose que M satisfait la condition
(?) de 3.1 relativement a J. D’apres l’assertion (i) du lemme 3.2, k′ ⊗k
M satisfait la condition (?) de 3.1 relativement a k′J. Soit N l’ensemble
des points de k′ ⊗k M qui sont annules par une puissance de J. L’algebre
SˆE˙ contient la somme ψ des elements expµ1; : : : ;expµl de SˆE˙.
D’apres le lemme 3.3, tout element de ψN est annule par une puissance de
l’intersection J˜µ des ideaux θµiγ:Jp ou γ est dans 0′ et ou i = 1; : : : ; l; or
ψ est un element inversible de SˆE˙; donc k′ ⊗k M satisfait la condition
(?) relativement a J˜µ. D’apres la relation (??), J˜µ est egal a k′Jµ; donc
d’apres l’assertion (i) du lemme 3.2, M satisfait la condition (?) de 3.1
relativement a Jµ. Par hypothese, M˙I est objet de ModJPˆ˙; donc
d’apres l’assertion (iii) du lemme 3.1 et d’apres ce qui precede, M˙I est
dans ModJµPˆ˙.
(iv) On suppose que I1 satisfait la conclusion du theoreme. D’apres
[2, Prop. 3.4.2], les ideaux γ:I1, ou γ est dans 0K , sont les ideaux de la
decomposition primaire de KI; donc leur intersection est egale a KI. Par
hypothese, I1 a la propriete (S) de 4.2; donc d’apres le lemme 4.2, KI a la
propriete (S). Par suite, d’apres l’assertion (i) du lemme 3.2, I a la propriete
(S); donc d’apres l’assertion (iii), XI contient Jµ. On suppose µ minimal
relativement a Jp. D’apres l’assertion (ii), il reste a prouver que X0I con-
tient Jµ. Soit J ′ un point de XP qui contient Jµ. On note J ′p un ideal de
la decomposition primaire de k′J ′ qui contient Jp. Soit K′ le sous-corps de
k engendre par K et . On designe par J1;p un ideal de la decomposition
primaire de K′βK⊗k˙I1. Puisque J est l’intersection de β˙I1 et de S˙,
on peut choisir J1;p contenant Jp. Puisque ˙ est completement resoluble,
les espaces E˙ et EK⊗k˙ sont canoniquement isomorphes. Pour tout λ dans
E˙, on note J1;λ l’intersection de SK⊗k ˙ et de λ ? J1;p. Pour tout λ, J1;λ
contient l’intersection de S˙ et de λ ? Jp. D’apres l’assertion (i) du lemme
3.2, MK⊗k˙KI est dans ModKJ ′ PˆK ⊗k ˙; or MK⊗k˙I1 est un quotient
de MK⊗k˙KI; donc d’apres l’assertion (i) du lemme 3.1, MK⊗k˙I1 est
dans ModKJ ′ PˆK ⊗k ˙. Par hypothese, il existe un point λ de EK⊗k˙
pour lequel J1;λ contient KJ ′; donc λ ? Jp contient J ′. Par suite, Jλ contient
Jµ; or µ est minimal relativement a Jp; donc d’apres l’assertion (i), Jλ est
egal a Jµ et J ′ est egal a Jµ. Vu l’arbitraire de J ′, X0I contient Jµ.
(v) Soit J ′ un ideal premier de S˙ qui appartient a X0I. Par
hypothese, il existe un point µ de E˙ pour lequel J ′ est egal a Jµ. Alors
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θγ:µJ est egal a θµJ pour tout γ dans 00. Soit 3 le stabilisateur de
J pour l’action de E˙ dans S˙. Pour tout γ dans 00, on note cγ la
difference µ − γ:µ. Alors c est une application de 00 dans 3 qui satisfait
la relation de cocycle:
cγγ′ = γ:cγ′ + cγ:
Puisque le stabilisateur de µ dans 00 est un sous-groupe d’indice ni de 00,
ce cocycle est un cobord; donc il existe un point µ0 de 3 pour lequel cγ
est egal a µ0 − γ:µ0. Par suite, µ− µ0 appartient a E˙ et θµJ est egal a
θµ−µ0J. L’ideal J ′ appartient donc a l’orbite de J sous l’action de E˙.
Remarque. Puisque k′ est une extension algebrique galoisienne de k,
d’apres l’assertion (iv) du lemme, il suft de demontrer le theoreme dans
le cas ou k est egal a k′. Lorsqu’il en est ainsi, 0′ est trivial; donc d’apres les
assertions (i) et (iii) du lemme, il suft de montrer que M˙I a la propri-
ete (S) de 4.2 et que pour tout J ′ dans XI, il existe un point µ de E˙
pour lequel µ ? J contient J ′.
Dans les sous-sections qui suivent, on suppose k′ egal a k.
5.2.
On utilise l’algebre de Lie ¯ denie en 2.6.
Lemme. Soit I l’ideal U¯ engendre par I. On suppose que I satisfait la
conclusion du theoreme. Alors I satisfait la conclusion du theoreme.
Tout poids de ˙ s’etend de maniere unique en un poids de ¯; donc les
-espaces vectoriels E˙ et E¯ sont canoniquement isomorphes. L’ideal de
S¯ engendre par J est egal a β¯I; or par hypothese, I a la propriete
(S); donc d’apres l’assertion (ii) du lemme 3.2, I a la propriete (S). Soit J ′
un element de XI. D’apres l’assertion (ii) du lemme 3.2, M¯I est dans
ModS¯J ′ Pˆ¯; donc d’apres l’hypothese sur I, il existe un element µ′ de
E˙ pour lequel µ′ ? S¯J contient S¯J ′. Par suite, µ′ ? J contient J ′,
d’ou le lemme d’apres la remarque 5.1.
D’apres le lemme, le theoreme pour ˙ quelconque resulte du cas ou ˙ est
algebrique. Dans les sous-sections qui suivent, on supposera ˙ algebrique.
On choisit un tore Ô de ˙ qui est un supplementaire du plus grand ideal
nilpotent ˛ de ˙. Alors E˙ separe les points de Ô; donc il contient une
base t∗1 ; : : : ; t∗d de ˛⊥. On designe par t1; : : : ;td la base de Ô duale de
t∗1 ; : : : ; t∗d.
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5.3.
On suppose que ˙ est egal a l’ideal ˙J deni en 2.7. On designe par 6I
l’ensemble des invariants modulo I pour l’action adjointe de ˛ dans U˙.
On note A l’image de 6I par l’application canonique de U˙ dans U˙/I
et K0 son corps des fractions. Soit 6
′
I le complementaire de I dans 6I .
Lemme. Soit 4˙I l’ensemble des elements a de Pˆ˙ pour lesquels 9˙I
contient aL˙u pour au moins un element u de 6′I . Soit IK0 le noyau du
morphisme
K0 ⊗k U˙ → K0 ⊗A U˙/I; ρ⊗ a 7→ ρ⊗ a˙;
ou a 7→ a˙ est le morphisme canonique de U˙ sur U˙/I. Alors 4˙I est
l’intersection de Pˆ˙ et de 9K0⊗k˙IK0. En outre, il existe un element u de 6′I
pour lequel 9˙I contient 4˙IL˙u.
Puisque ˙ est une algebre de Lie completement resoluble, PˆK0⊗k ˙ est
egal a K0 ⊗k Pˆ˙. Soit a un element de Pˆ˙ pour lequel 9˙I contient
aL˙u pour au moins un u dans 6′I . Puisque u est dans 6′I , il existe un
point non nul λ de K0 pour lequel IK0 contient u − λ; donc 9K0⊗k˙IK0
contient aλ et a. On utilise une base e1; : : : ;em de ˛. Soit a dans 4˙I.
Il existe des elements c1; : : : ;cm de K0 ⊗k Pˆ˙ qui satisfont la relation
a−
mX
j=1
cjW˙ej ∈ PˆK0 ⊗k ˙LK0⊗k˙IK0:
On peut alors trouver u0 dans 6
′
I et des elements c
′
1; : : : ; c
′
m de Pˆ˙ qui
satisfont les relations
c1L˙u0 − c′1 ∈ Pˆ˙LK0⊗k˙IK0 ; : : : ; cmL˙u0 − c′m ∈ Pˆ˙LK0⊗k˙IK0y
or d’apres [3, Lemme 2.5], pour tout x dans ˙ et pour tout u dans U˙,
on a l’egalite
L˙u;W˙x = −L˙ad xuy
donc Pˆ˙LK0⊗k˙IK0 contient l’element
aL˙u0 −
mX
j=1
c′jW˙ej:
Pour voir que aL˙u0 appartient a Pˆ˙L˙I, il reste a prouver que
Pˆ˙L˙I est l’intersection de Pˆ˙ et de Pˆ˙LK0⊗k˙IK0. Soit b un
element de cette intersection. Soit S la sous-algebre de Sˆ˙∗ engendree
par SˆE˙ et S˙∗. D’apres [3, Lemme 7.3], le morphisme
S ⊗k UK0 ⊗k ˙ → K0 ⊗k Pˆ˙; ψ⊗ u 7→ ψL˙u;
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induit un isomorphisme des gradues associes aux ltrations sur UK0 ⊗k ˙
et K0 ⊗k Pˆ˙; donc ce morphisme est un isomorphisme. Il existe alors une
famille libre, q1; : : : ;qd, dans S et une famille:
vjy 1 ≤ j ≤ d;
dans IK0 qui satisfont l’egalite
b =
dX
j=1
qjL˙vj:
Puisque b appartient a Pˆ˙, U˙ contient v1; : : : ;vd; or I est l’intersection
de IK0 et de U˙; donc Pˆ˙L˙I contient b. Puisque que Pˆ˙ est
noetherien, 4˙I est engendre par une famille nie a1; : : : ;ae. D’apres ce
qui precede, pour i = 1; : : : ; e, il existe un element ui de 6′I pour lequel
9˙I contient aiL˙ui. Soit v le produit des elements u1; : : : ;ue. Pour
tout u dans 6′I , 9˙I contient 9˙IL˙u et L˙u; ui pour i = 1; : : : ; e;
donc 9˙I contient aiL˙v pour i = 1; : : : ; e. Par suite, 9˙I contient
4˙IL˙v.
5.4.
On suppose que J est l’annulateur d’une orbite de la representation coad-
jointe et que ˙J est egal a ˙. On note M le module quotient Pˆ˙/8˙J et
J0 l’intersection de J avec S˛. On designe par ι l’application canonique
de Pˆ˙ sur M .
Lemme. Soit J ′ un ideal ˙-invariant de S˙ qui contient strictement
S˙J0. On suppose que J ′ annule un point non nul de M . Alors il existe un
element µ de E˙ pour lequel µ ? J contient J ′.
Puisque ˙J est egal a ˙, le stabilisateur de tout point d’un ouvert de
Zariski non vide VJ contient un tore maximal de ˙; donc la variete VJ,
denie en 2.4, est l’orbite d’un point ` de ˙∗ sous l’action du groupe adjoint
de k⊗k ˛.
5.4.1. On note VJ ′ la variete des zeros de J ′ dans k⊗k ˙∗.
Assertion. Pour δ dans k⊗k˛⊥, les proprietes suivantes sont equivalentes:
(1) pour tout f dans VJ, VJ ′ contient f + δ;
(2) il existe un point f de VJ pour lequel VJ ′ contient f + δ.
L’equivalence de ces deux conditions resulte de l’egalite de VJ et de
G:f pour tout f dans VJ. On notera 1 l’ensemble des elements δ de
k⊗k ˛⊥ qui satisfont ces deux conditions.
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5.4.2. D’apres [1, Lemme 3.2], pour i = 1; : : : ; d, il existe un element
qi de S˛ pour lequel J contient ti + qi.
Assertion. Soient P1; : : : ;Pe des polyno^mes a d indeterminees sur k pour
lesquels les elements
P1t1; : : : ;te; : : : ; Pet1; : : : ;te;
de Sk ⊗k ˛⊥ engendrent l’ideal de denition de 1. Alors kJ ′ contient une
puissance de chacun des elements
P1t1 + q1; : : : ; td + qd; : : : ; Pet1 + q1; : : : ; td + qd:
Soient i dans 1; : : : ; e, f dans VJ et ν dans 1. Pour j = 1; : : : ; d,
on a
tj + qjf + ν = ν; tjy
donc Pit1 + q1; : : : ; td + qd est nul en f + ν. Vu l’arbitraire de f et de ν,
kJ ′ contient une puissance de Pit1 + q1; : : : ; td + qd.
5.4.3. Assertion. Il existe une famille libre a1; : : : ;al d’un supplement-
aire de J0 dans S˛ et des elements ψ1; : : : ;ψl de SˆE˙ pour lesquels
ιψ1a1 + · · · + ψlal est annule par J ′.
On utilise une base e1; : : : ;em de ˛ comme en A.1 et on note j1; : : : ;js
la suite relative a J0 et a la base e1; : : : ;em. On designe par e∗1; : : : ; e∗m
la base de Ô⊥ duale de la base e1; : : : ;em. Soit ! la sous-algebre de Pˆ˙
engendree par S˛ et e∗j1; : : : ; e∗js . Soit E le sous-espace des elements de
SˆE˙! dont l’image par ι est annulee par J ′. D’apres les lemmes A.1 et
A.2, Pˆ˙ est la somme de 8˙J et de SˆE˙!; donc d’apres l’hypothese
du lemme, E est un sous-S˛-module qui contient strictement SˆE˙!J.
Pour tout q dans J0 et pour tout a dans E, E contient q; a; donc d’apres
l’assertion A.3.1, l’intersection de E et de SˆE˙S˛ contient strictement
SˆE˙J0. Si l est le plus petit entier positif pour lequel il existe des elements
ψ1; : : : ;ψl dans SˆE˙ et des elements a1; : : : ;al du complementaire de J0
dans S˛ qui satisfont la relation
ψ1a1 + · · · + ψlal ∈ E\SˆE˙J0;
alors la famille a1; : : : ;al est une famille libre d’un supplementaire de J0
dans S˛.
5.4.4. On note a l’element
ψ1a1 + · · · + ψlal:
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Soit εi; i ∈ I est une base de k sur . Alors εiy i ∈ I est une base du
X1; : : : ;Xd-module des polyno^mes en d indeterminees sur k. On note
∂1; : : : ;∂d les derivations continues de kSˆE˙ denies par
∂it
∗
j =
(
1 si i = j;
0 si i 6= j:
Assertion. Soit p un polyno^me sur k en les indeterminees X1; : : : ;Xd.
On note pi la coordonnee de p en εi. On suppose que p satisfait la relation
pt1 + q1; : : : ; td + qdιa = 0:
Alors pour tout i dans I et pour j = 1; : : : ; l, on a
pi∂1; : : : ;∂dψj = 0:
Tout element de S˛ commute a tout element de SˆE˙; donc on a
pt1 + q1; : : : ; td + qd; a −
lX
i=1
p∂1; : : : ;∂dψiai ∈ SˆE˙J:
Pour i = 1; : : : ; d, ti + qiιa est l’image de ti + qi; a par ι; donc pour
tout polyno^me q a d indeterminees sur k, on a
ιqt1 + q1; : : : ; td + qd; a = qt1 + q1; : : : ; td + qdιa:
D’apres les assertions A.3.2 et A.3.3, l’intersection de 8˙J et de
SˆE˙S˛ est egale a SˆE˙J0; donc on a
lX
j=1
p∂1; : : : ;∂dψjaj ∈ SˆE˙J0:
Puisque a1; : : : ;al est une famille libre d’un supplementaire de J0 dans
S˛, il vient
p∂1; : : : ;∂dψ1 = · · · = p∂1; : : : ;∂dψl = 0;
d’ou l’assertion.
5.4.5. Assertion. La sous-variete 1 de k⊗k ˛⊥ contient une orbite de 00
dans E˙.
D’apres 5.4.2, il existe un entier positif r pour lequel J ′ contient les
elements
P1t1 + q1; : : : ; td + qdr; : : : ; Pet1 + q1; : : : ; td + qdr :
Pour j = 1; : : : ; e et i dans I , on note P˜j;i la coordonnee de Prj en εi.
Alors d’apres l’assertion 5.4.4, l’ideal de X1; : : : ;Xd engendre par les
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elements P˜i;j ou i est dans I et ou j = 1; : : : ; e, est un ideal strict. Soit µ
un zero de cet ideal dans E˙. Alors pour j = 1; : : : ; e, Pj est nul en tout
point de l’orbite de µ sous 00; donc 1 contient 00:µ.
Soit γ dans 00. Puisque 1 contient γ:µ, VJ ′ contient VJ + γ:µ; donc
J ′ est contenu dans θγ:µJ. Vu l’arbitraire de γ, µ ? J contient J ′.
Corollaire. L’ideal I a la propriete (S) de 4.2 et l’ensemble des ideaux
µ ? J, ou µ est dans E˙, contient X0I.
Puisque ˙J est egal a ˙, d’apres le corollaire 4.4, il existe un element
inversible p de SˆE˙ pour lequel 8˙Jp est egal a 9˙I; donc M˙I est
isomorphe a M . Puisque SˆE˙ est plat sur SE˙, M˙I est isomorphe au
module
SˆE˙ ⊗S˙∗ A˙/A˙J +A˙W˙˛y
donc I a la propriete (S) de 4.2. D’apres l’assertion (iii) du lemme 5.1, il
suft alors de montrer que pour tout J ′ dans X0I, il existe un point µ de
E˙ pour lequel µ ? J contient J ′. Soit J ′ un point de X0I. D’apres le
lemme 4.4, 9˙I contient J0. Par suite, tout element de M˙I est annule
par une puissance de J0; donc J ′ contient J0. D’apres le lemme, il existe un
point µ de E˙ pour lequel µ ? J contient J ′.
5.5.
On suppose ˙J egal a ˙. Soit K une extension algebrique de degre ni
de k. On utilise l’ideal a gauche 3˙J deni en 2.4.
Lemme. On suppose que J est l’intersection de S˙ et de l’annulateur JK
dans SK⊗k ˙ d’une orbite coadjointe de K⊗k ˙. Alors M˙I est un module
simple et il existe un element inversible p de SˆE˙ pour lequel 9˙I est egal
3˙Jp.
Pour toute extension K′ de K, K′JK est l’annulateur dans SK′ ⊗k ˙
d’une orbite coadjointe de K′ ⊗k ˙; donc on peut supposer que K est une
extension galoisienne de k. On note 0K le groupe de Galois de l’extension
K de k et idK son element neutre. L’action de 0K dans K se prolonge
naturellement a K ⊗k ˙, UK ⊗k ˙, SK ⊗k ˙ et PˆK ⊗k ˙. On designe
par 0K ? PˆK ⊗k ˙ le produit croise de PˆK ⊗k ˙ par 0K relatif a l’action
de 0K dans PˆK ⊗k ˙.
5.5.1. Soient γ et γ′ deux elements de 0K . On designe par IK l’image
de JK par l’application de Dixmier pour K ⊗k ˙.
Assertion. Si γ:IK est distinct de γ′:IK , alors les PˆK ⊗k ˙-modules
MK⊗k˙γ:IK et MK⊗k˙γ′:IK sont non isomorphes.
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On suppose les PˆK ⊗k ˙-modules MK⊗k˙γ:IK et MK⊗k˙γ′:IK iso-
morphes. Il s’agit d’aboutir a une contradiction. Il existe alors un automor-
phisme θ du PˆK ⊗k ˙-module MK⊗k˙γ:IK pour lequel 9K⊗k˙γ′:IK est
contenu dans l’annulateur de θ1˙. On designe ici par 1˙ l’image de 1 par
le morphisme canonique de PˆK ⊗k ˙ sur MK⊗k˙γ:IK. D’apres la propo-
sition 5.8, θ est multiple scalaire de l’identite; donc l’annulateur de θ1˙
contient 9K⊗k˙γ:IK. Ceci est absurde car IK etant un ideal maximal de
UK ⊗k ˙, la somme de γ:IK et de γ′:IK est egale a UK ⊗k ˙.
5.5.2. Assertion. Soit l le cardinal de l’orbite de IK sous l’action de 0K .
Alors le PˆK ⊗k ˙-module MK⊗k˙KI est de longeur l et chacun de ces
sous-quotients simples est isomorphe a un des modules MK⊗k˙γ:IK ou γ est
dans 0K .
Puisque ˙J est egal a ˙, K⊗k ˙JK est egal a K⊗k ˙; donc d’apres le corol-
laire 4.4, il existe un element inversible p de SˆE˙ pour lequel 9K⊗k˙IK
est egal a 8K⊗k˙JKp. D’apres la proposition 5.8, 8K⊗k˙JK est un ideal a
gauche maximal de PˆK ⊗k ˙; donc MK⊗k˙IK est un PˆK ⊗k ˙-module
simple. Par suite, pour tout γ dans 0K , MK⊗k˙γ:IK est un PˆK ⊗k ˙-
module simple. Puisque KI est l’intersection des ideaux γ:IK , d’apres le
corollaire 4.2 et l’assertion 5.5.1, le module MK⊗k˙KI est de longeur l
et chacun de ces sous-quotients simples est isomorphe a un des modules
MK⊗k˙γ:IK.
5.5.3. On note 0KIK le stabilisateur de IK pour l’action de 0K dans
l’espace des ideaux premiers de UK ⊗k ˙. Soient e l’element neutre de
0K et e = γ1; γ2; : : : ;γl un choix de representants de 0K/0KIK. L’orbite
de IK sous l’action de 0K est alors IK; γ2:IK; : : : ; γl:IK. On note M le
PˆK ⊗k ˙-module
lM
γ∈0K/0KIK
MK⊗k˙γ:IK:
Pour tout γ; γ′ dans 02K , l’endomorphisme a 7→ γ′γ−1:a du Pˆ˙-module
a gauche PˆK ⊗k ˙ denit par passage au quotient un morphisme
MK⊗k˙γ:IK
ιγ;γ′−→MK⊗k˙γ′:IK;
de Pˆ˙-modules a gauche. On considere l’action de 0K dans M denie par
γ:
lX
i=1
mi =
lX
i=1
ιγi;γγimi:
Assertion. Le 0K ? PˆK ⊗k ˙-module M est simple.
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Soit M ′ un sous-0K ? PˆK ⊗k ˙-module non nul de M . Puisque M ′ est
non nul, il existe un entier i de 1; : : : ; l pour lequel l’image de M ′ par
la projection canonique de M sur MK⊗k˙γi:IK est non nulle. Puisque
MK⊗k˙γi:IK est un PˆK ⊗k ˙-module simple, MK⊗k˙γi:IK est la projec-
tion de M ′ sur MK⊗k˙γi:IK; or M ′ est stable pour l’action de 0K; donc
pour j = 1; : : : ; l, MK⊗k˙γj:IK est la projection de M ′ sur MK⊗k˙γj:IK.
Par suite, chacun des modules
MK⊗k˙γ1:IK; : : : ;MK⊗k˙γl:IK
est sous-quotient du PˆK ⊗k ˙-module M ′; donc M ′ est un PˆK ⊗k ˙-
module de longueur au moins egale a l. Par denition, M est un PˆK⊗k ˙-
module de longueur l; donc les PˆK ⊗k ˙-modules M et M ′ ont me^me
longueur et sont egaux.
5.5.4. Pour tout σ dans 0K , on designe par piσ le morphisme canonique
de PˆK ⊗k ˙ sur MK⊗k˙σ:IK. L’application
PˆK ⊗k ˙ →M; a 7→
lX
i=1
piγia;
denit par passage au quotient une application de MK⊗k˙KI dans M . On
la note τ.
Assertion. L’application τ est un isomorphisme du 0K ? PˆK ⊗k ˙-
module MK⊗k˙KI sur le 0K ? PˆK ⊗k ˙-module M .
Puisque pour tout σ , piσ est un morphisme de PˆK ⊗k ˙-modules,
τ est un morphisme de PˆK ⊗k ˙-modules. Soient γ dans 0K et a
dans PˆK ⊗k ˙. On note pi le morphisme canonique de PˆK ⊗k ˙ sur
MK⊗k˙KI. Pour i = 1; : : : ; l, ιγi;γγi ◦piγia est l’image de γ:a par piγγi ; or
piγγi est egal a piγj ou j est l’unique entier pour lequel γj0K contient γγi;
donc on a l’egalite
γ:
lX
i=1
piγia =
lX
i=1
piγiγ:a:
Alors τ est un morphisme de 0K-modules. Par suite, l’image de τ est un
sous-0K ? PˆK⊗k ˙-module non nul de M; donc d’apres l’assertion 5.5.3, τ
est un morphisme surjectif. D’apres l’assertion 5.5.2, les PˆK⊗k ˙-modules
MK⊗k˙KI et M ont me^me longueur; donc τ est un isomorphisme.
5.5.5. Assertion. Le Pˆ˙-module M˙I est simple.
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D’apres l’assertion 5.5.3, M est un 0K ? PˆK ⊗k ˙-module simple. Le
sous-anneau Pˆ˙ de PˆK ⊗k ˙ est l’anneau des points xes de l’action
de 0K; or Pˆ˙ est un anneau simple et l’anneau PˆK ⊗k ˙ n’a pas
d’automorphisme interieur non trivial; donc d’apres [6, Theorem 2.5], Pˆ˙
et 0K ? PˆK ⊗k ˙ sont Morita-equivalents. D’apres l’assertion 5.5.4, le
0K ? PˆK⊗k ˙-module MK⊗k˙KI est simple; or M˙I est le sous-module
des points xes de l’action de 0K dans MK⊗k˙KI; donc M˙I est un Pˆ˙-
module simple.
D’apres l’assertion 5.5.5, 9˙I est un ideal a gauche maximal de Pˆ˙;
or d’apres [1, Theoreme 4.2], il existe un element inversible p de SˆE˙
pour lequel 3˙Jp contient 9˙I; donc 9˙I est egal a 3˙Jp.
5.6.
On suppose ˙J distinct de ˙. Soit — un ideal de codimension 1 de ˙ qui
contient ˙J . On note x′ une forme lineaire sur ˙ de noyau — et x un element
de ˙ en lequel la valeur de x′ est 1. On utilise la sous-algebre C˙;— de 2.3.
Lemme. Soit I ′ l’intersection de I et de U—. Soit J1 un ideal de S˙
pour lequel M˙I est dans ModJ1Pˆ˙. Soit J ′1 l’intersection de S— et
de la somme des ideaux θρx′ J1 ou ρ est dans k. Alors M—I ′ est dans
ModJ ′1Pˆ—.
Puisque — contient ˙J , I est l’ideal engendre par I ′; donc 9˙I est l’ideal
a gauche de Pˆ˙ engendre par son intersection avec C˙;—. Puisque C˙;— est
le noyau de la derivation a 7→ x′; a de Pˆ˙, cette derivation denit par
passage au quotient un endomorphisme ∂ du C˙;—-module sous-jacent a
M˙I. Pour tout q dans S˙ et pour tout m dans M˙I, on a la relation
∂qm = x′; qm+ q∂m:
Puisque M˙I est dans ModJ1Pˆ˙, il existe une suite croissante
0 =M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Ml =M˙I;
de sous-Pˆ˙-modules qui satisfait la condition suivante: pour i = 1; : : : ; l,
le Pˆ˙-module Mi/Mi−1 satisfait la condition (?) de 3.1 relativement a J1.
Soit N1 un sous-A˙-module de M1 qui engendre M1 et dont tout element
est annule par une puissance de J1. D’apres les relations ci-dessus, le sous-
C˙;—-module
N1 + ∂N1 + · · · + ∂iN1 + · · ·
est un sous-A˙-module dont tout element est annule par une puissance
de J1. On le note N˜1. Le sous-Pˆ˙-module engendre par N˜1 est stable
par ∂ et contient N1. On montre alors en raisonnant par recurrence sur l
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qu’on peut trouver une suite M˜1; : : : ;M˜l de sous-Pˆ˙-modules de M˙I,
stables par ∂, qui satisfait la condition suivante: pour i = 1; : : : ; l, le Pˆ˙-
module M˜i+1/M˜i est engendre par un sous-A˙-module N˜i, stable par
l’endomorphisme que denit ∂ par passage au sous-quotient, dont tout
element est annule par une puissance de J1. Soit M ′ l’image de C˙;— par
l’application canonique de Pˆ˙ sur M˙I. Il existe alors un isomorphisme
τ de S—-modules
kx ⊗k M ′
τ→M˙I; τxi ⊗m 7→ xim:
En outre, tout sous-Pˆ˙ module L de M˙I, stable par ∂, est l’image par
τ de kx ⊗k L′ ou L′ est l’intersection de L et de M ′. Pour i = 1; : : : ; l,
on designe par M ′i l’intersection de M˜i avec M
′ et par N ′i l’intersection de
N˜i avec M
′
i /M
′
i−1. Alors N
′
i est un sous-C˙;—-module qui engendre le C˙;—-
module M ′i /M
′
i−1 et N˜i est l’image de kx ⊗k N ′i par l’isomorphisme τi:
kx ⊗k M ′i /M ′i−1
τi→ M˜i/M˜i−1; xi ⊗m 7→ xim:
Tout element q de S˙ est un polyno^me en x a coefcients dans S—. En
outre, J ′1 est l’ideal engendre par les coefcients des elements de J1. Puisque
τi est un isomorphisme, tout element de N
′
i est annule par une puissance de
J ′1. Puisque 9˙I est l’ideal a gauche de Pˆ˙ engendre par son intersection
avec C˙;— , le C˙;—-module sous-jacent a M—I ′ est isomorphe a M ′; or
d’apres ce qui precede, M ′ est dans ModJ ′1C˙;—; donc M—I ′ est dans
ModJ ′1Pˆ—.
5.7.
On montre dans cette sous-section le theoreme. On note n la dimension
de ˙ et m la dimension de Krull du quotient S˙/J [5, Chap. 5]. On utilise
sur  ×  l’ordre lexicographique et on raisonne par recurrence sur le
couple n;m. Lorsque ˙ est commutative, Pˆ˙ est egal a A˙ et M˙I
est le quotient A˙/A˙J. On suppose le theoreme vrai pour tout couple
inferieur a n;m.
5.7.1. On suppose ˙ distinct de ˙J . Soit — un ideal de codimension 1 de
˙ qui contient ˙J . Soit I ′ l’intersection de I et de U—. L’image J ′ de I ′
par β— est l’intersection de J et de S—. D’apres l’hypothese de recurrence,
M—I ′ est dans ModJ ′ Pˆ—. Puisque I est l’ideal de U˙ engendre par I ′,
M˙I est isomorphe au module ind˙—M—I ′ deni en 3.2; or J est l’ideal de
S˙ engendre par J ′; donc d’apres l’assertion (ii) du lemme 3.2, M˙I est
dans ModJPˆ˙. Soit J1 un ideal dans XI. D’apres la remarque 5.1, il
suft de montrer qu’il existe un point µ de E˙ pour lequel µ ? J contient
J1. Soit x′ une forme lineaire sur ˙ de noyau —. On note J
′
1 l’intersection de
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S— et de la somme des ideaux θαx′ J1 ou α est dans k. D’apres le lemme
5.6, M—I ′ est dans ModJ ′1Pˆ—; donc d’apres l’hypothese de recurrence, il
existe un point µ de E— pour lequel µ ? J ′ contient J
′
1. Soit µ
′ un element
de E˙ qui prolonge µ. Puisque J est l’ideal engendre par J′, µ′ ? J contient
S˙J ′1; or S˙J ′1 contient J1; donc µ′ ? J contient J1.
5.7.2. On suppose ˙J egal a ˙. On utilise les notations de 5.3. D’apres
[7, Sect. 6], il existe une extension algebrique galoisienne K de K0, de
degre ni, pour laquelle la decomposition primaire de KIK0 contient un
ideal I tel que βK⊗k˙I soit l’annulateur dans SK ⊗k ˙ d’une orbite de
la representation coadjointe. Alors d’apres le corollaire 4.4 et le lemme 5.4,
I satisfait les conclusions du theoreme. D’apres le lemme 5.5, MK0⊗k˙IK0
est un module simple et il existe un element inversible p de SˆE˙ pour
lequel 9K0⊗k˙IK0 contient 3K0⊗k˙IK0p; donc IK0 a la propriete (S) et
MK0⊗k˙IK0 est le sous-K0-espace vectoriel engendre par Pˆ˙/4˙I. On
rappelle que 4˙I est l’intersection de 9K0⊗k˙IK0 et de Pˆ˙. Par suite,
d’apres l’assertion (i) du lemme 3.2, Pˆ˙/4˙I est dans ModJPˆ˙.
Soit u un element du complementaire de I dans U˙, ˛-invariant mod-
ulo I, pour lequel 9˙I contient 4˙IL˙u. Soit Iu le radical de l’ideal
de U˙ engendre par I et u. Pour tout ideal I1 de la decomposition pri-
maire de Iu, la dimension de Krull du quotient S˙/β˙I1 est inferieure
a m; donc d’apres l’hypothese de recurrence et d’apres le lemme 4.2, Iu a
la propriete (S) de 4.2. D’apres la bicontinuite de l’application de Dixmier
[4], β˙Iu contient J; donc d’apres le lemme 4.3, Pˆ˙/9˙I +U˙u est
dans ModJPˆ˙. D’apres le lemme 5.3, le morphisme de Pˆ˙-modules a
gauche
Pˆ˙ → Pˆ˙; a 7→ aL˙u;
denit par passage au quotient un isomorphisme de Pˆ˙/4˙I sur
9˙I +U˙u/9˙I; donc d’apres 3.1, M˙I est dans ModJPˆ˙. Soit
J ′ dans X0I. Puisque Pˆ˙/4˙I est un quotient de M˙I, il est dans
ModJ ′ Pˆ˙; or MK⊗k˙I est un quotient de K ⊗k Pˆ˙/4˙I; donc
d’apres les lemmes 3.3 et 3.1, MK⊗k˙I est dans ModKJ ′ PˆK ⊗k ˙. Par
suite, d’apres le theoreme pour I, il existe un element µ de E˙ pour
lequel µ ? βK⊗k˙I contient J ′; or µ ? J est l’intersection de S˙ et de
µ ? βK⊗k˙I; donc µ ? J contient J ′. Le theoreme resulte alors de la re-
marque 5.1.
5.8.
On utilise sur U˙ et S˙ les ltrations canoniques. D’apres le theoreme
de PoincareBirkhoffWitt, le gradue GrU˙, associe a la ltration sur
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U˙, est canoniquement isomorphe a l’algebre graduee S˙. On note σ
l’application symbole de U˙ dans S˙. Si I est un ideal de U˙, son
image σI par σ est un ideal de S˙. On utilise sur l’algebre Pˆ˙ la l-
tration induite par la ltration naturelle sur Aˆ˙. Le gradue associe a cette
ltration est canoniquement isomorphe a l’algebre SˆE˙S˙∗ ⊗k S˙. On
designe par σ0 l’application symbole. Si L est un ideal a gauche de Pˆ˙,
l’image GrL de L par σ0 est un ideal de SˆE˙S˙∗ ⊗k S˙.
Corollaire. Soient I un ideal premier de U˙ et J = β˙I. Alors
σ0Gr9˙I contient le radical de GrJ.
D’apres le theoreme 5, le Pˆ˙-module M˙I appartient a ModJPˆ˙.
On utilise sur M˙I la ltration quotient de la ltration sur Pˆ˙. Par
denition, il existe une suite croissante M1; : : : ;Ml de sous-Pˆ˙-modules
de M˙I pour laquelle chacun des quotients Mi+1/Mi satisfait la condition
(?) de 3.1 relativement a J. La ltration sur M˙I induit une ltration sur
les sous-modules M1; : : : ;Ml ainsi que sur les sous-quotients Mi+1/Mi. Par
denition, le sous-A˙-module N des elements de Mi+1/Mi qui sont an-
nules par une puissance de J, engendre le Pˆ˙-module Mi+1/Mi. Le gradue
GrN associe a la ltration induite par la ltration sur Mi+1/Mi s’identie
a un sous-module du gradue GrMi+1/Mi. En outre, le sous-SˆE˙S˙∗⊗k
S˙-module engendre par GrN est egal a GrMi+1/Mi; or l’algebre
SˆE˙S˙∗ ⊗k S˙ est commutative; donc tout element de GrMi+1/Mi
est annule par une puissance de GrJ. Notant 8νMi+1y ν = 0; 1; : : : la
ltration sur Mi+1, pour tout m dans 8νMi+1 et pour tout element q, de
degre µ, de J, il existe un entier s pour lequel on a
qsm ∈ 8ν+sµ−1Mi+1 +8ν+sµMi:
On montre alors en raisonnant par recurrence sur i que tout element de
GrMi est annule par une puissance de GrJ. En particulier pour i = l,
tout element de GrM˙I est annule par une puissance de GrJ. Par
denition, la classe de 1 dans GrM˙I est de degre nul et son annula-
teur dans SˆE˙S˙∗ ⊗k S˙ est Gr9˙I; donc Gr9˙I contient une
puissance de GrJ.
APPENDICE
On suppose ˙ algebrique. Alors ˙ est produit semi-direct d’un tore Ô et
d’un ideal nilpotent ˛ dont les elements sont nilpotents. On identie ˛∗ a
l’orthogonal de Ô dans ˙∗ et Ô∗ a l’orthogonal de ˛ dans ˙∗. Apres quelques
rappels, on montre la proposition suivante:
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Proposition. Soit J l’annulateur dans S˙ d’une orbite de la repre-
sentation coadjointe de ˙. On suppose ˙J egal a ˙. On note M le Pˆ˙-module
a gauche Pˆ˙/8˙J. Alors M est un module simple et tout endomorphisme
du Pˆ˙-module M est multiple scalaire de l’identite.
A.1.
Soit e1; : : : ;em une base de ˛ qui satisfait la condition suivante: pour
i = 1; : : : ;m, le sous-espace engendre par ei; : : : ;em est un ideal de ˙. On
note e∗1; : : : ; e
∗
m la base duale. On designe par J0 l’intersection de J avec
S˛ et par 8′˙J l’ideal a gauche de A˙ engendre par J et W˙˛.
Lemme. Soit k1; : : : ;kt la suite d’entiers de 1; : : : ;m denie par les
relations de recurrence:
(1) k1 est le plus petit entier pour lequel e
∗
k1
n’appartient pas a 8′˙J +
SÔ∗S˛;
(2) kl+1 est le plus petit entier pour lequel e
∗
kl+1
n’appartient pas a la
somme de 8′˙J et de la sous-algebre de A˙ engendree par S˛, Ô∗, et
e∗k1; : : : ; e
∗
kl
.
Soit ! la sous-algebre de A˙ engendree par S˛, Ô∗ et e∗k1; : : : ; e∗kt . Alors
A˙ est la somme ! et de 8′˙J.
D’apres [1, Lemme 5.2], A˙ est la somme de 8′˙J et de la sous-
algebre C de A˙ engendree par ˛ et ˙∗. Soit L′ l’intersection de 8′˙J
et de C. D’apres la demonstration du corollaire 4.4, L′ est l’ideal a gauche
de C engendre par J0 et W˙˛. Puisque C contient !, il suft donc de
montrer que C est la somme de ! et de L′. La demonstration de ce point
est analogue a la demonstration de [1, Lemme 5.4].
A.2.
On designe par J0 l’intersection de J avec S˛ et par 8˛J0 l’ideal a
gauche de A˛ engendre par J0 et W˛˛. Soit j1; : : : ;js la suite relative
a J0 et a la base e1; : : : ;em, au sens de [1, 5.4]. On rappelle que j1 est le
plus petit entier pour lequel e∗j1 n’appartient pas a 8˛J0 + S˛ et que
pour l = 2; : : : ; s, jl est le plus petit entier pour lequel e∗jl n’appartient pas
a la somme de 8˛J0 et de la sous-algebre de A˛ engendree par S˛
et e∗1; : : : ; e
∗
jl−1 . En outre, d’apres [1, Lemme 5.5], s est la codimension de
la variete des zeros de J0 dans ˛∗.
Lemme. La suite j1; : : : ;js est egale a la suite k1; : : : ;kt denie en A.1.
On note c le morphisme canonique de l’algebre C de A.1 sur A˛.
L’ideal a gauche 8˛J0 est l’image de L′ par c. Si l est un entier de
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2; : : : ;m distinct de k1; : : : ;kt , e∗l appartient a la somme de L′, et de la
sous-algebre de C engendree par S˛, Ô∗ et e∗1; : : : ; e∗l−1. Si k1 est different
de 1, e∗1 appartient a L
′ + SÔ∗S˛; donc tout entier l de 1; : : : ;m dis-
tinct des entiers k1; : : : ;kt est distinct des entiers j1; : : : ;js. Par suite, les
entiers j1; : : : ;js sont des entiers de la suite k1; : : : ;kt . Puisque la suite
k1; : : : ;kt est croissante, il suft de montrer que t est egal a s. Pour cela
on peut supposer k algebriquement clos. Cette afrmation est jusitiee en
[1, 5.5].
On reprend la demonstration de [1, Lemme 5.5]. Par hypothese, la variete
des zeros de J dans ˙∗ est l’orbite coadjointe d’un point f dont le stabilisa-
teur contient Ô. On note Oˆf le complete formel de l’anneau local en f de
la variete ˙∗ et x1; : : : ;xn un systeme de coordonnees de Oˆf qui satisfait les
conditions suivantes:
(1) l’ideal de Oˆf engendre par xd+1; : : : ;xn est l’ideal engendre par J,
(2) la forme volume dx1 ∧ · · · ∧ dxd est ˙-invariante.
Pour i = 1; : : : ; n, on note ∂i la derivation de Oˆf denie par les egalites
∂ixj =
(
1 si i = j;
0 si i 6= j:
Soient Df l’anneau des operateurs differentiels
Oˆf ⊗S˙ A˙;
et I l’ideal de Df engendre par xd+1; : : : ;xn et ∂1; : : : ;∂d. Alors I est
l’ideal de Df engendre par 8′˙J. On note Oˆ ′f le sous-anneau des elements
de Oˆf annules par ∂d+1; : : : ;∂n. D’apres le lemme A.1, Df est la somme de
I et la sous-algebre !˜ engendree par Oˆ ′f , Ô
∗, et e∗k1; : : : ; e
∗
kt
. Soit pi le mor-
phisme canonique de Df sur Df /I . On montre comme en [1, Lemme 5.5]
que la restriction de pi a !˜ est un isomorphisme. En considerant les di-
mensions de Krull des gradues associes aux ltrations canoniques sur !˜ et
Df /I , on voit que n est la somme de d + t et de la dimension de Ô; or d
est egal a m− s; donc t est egal a s.
A.3.
Dans cette sous-section, on demontre la proposition. D’apres le lemme
A.1, Pˆ˙ est la somme de 8˙J et de SˆE˙!. Puisque les elements de E˙
commutent aux elements de !, SˆE˙! est une sous-algebre de Pˆ˙.
A.3.1. Soit E un sous-S˛-module de SˆE˙! qui contient strictement
SˆE˙!J.
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Assertion. On suppose que E contient q; a pour tout q dans J0 et pour
tout a dans E. Alors E contient un element de SˆE˙S˛ qui n’appartient pas
a SˆE˙J0.
Puisque les elements de E˙ commutent aux elements de !, la
demonstration de [1, Lemme 5.5 (iii)] montre l’assertion.
A.3.2. Soit E un sous-espace non nul de SˆE˙S˛ qui contient stricte-
ment SˆE˙J0. Pour tout ξ dans ˛, la sous-algebre SˆE˙S˛ est stable par
la derivation
a 7→ W˙ξ; a:
Assertion. On suppose que E contient W˙ξ; a pour tout a dans E et
pour tout ξ dans ˛. Alors E contient un element non nul de kSˆE˙.
On utilise sur E la structure de ˛-module donnee par
ξ; a 7→ W˙ξ; a;
ou ξ est dans ˛ et ou a est dans E. Alors les points de SˆE˙ sont ˛-
invariants et E est reunion de sous-˛-modules qui sont des sous-kSˆE˙-
modules de type ni. Il en est de me^me du quotient E/SˆE˙J0; donc
d’apres le theoreme de Engel pour les representations de dimension nie
des algebres de Lie nilpotentes, il existe un element a du complementaire
de SˆE˙J0 dans E qui est invariant modulo SˆE˙J0. Soient a1; : : : ;as des
elements de S˛ et ψ1; : : : ;ψs des elements l’ineairement independants de
kSˆE˙ qui satisfont l’egalite:
a = ψ1a1 + · · · + ψsas:
Le quotient de SˆE˙S˛ par SˆE˙J0 est isomorphe au produit tensoriel
SˆE˙ ⊗k S˛/J0; or J0 est un ideal invariant rationnel; donc ψ1; : : : ;ψs
etant lineairement independants, a1; : : : ;as sont scalaires modulo J0. Par
suite, a est la somme d’un element non nul de kSˆE˙ et d’un element de
SˆE˙J0, d’ou l’assertion.
A.3.3. Soient t1; : : : ;td une base de Ô et E un sous-SˆE˙-module non
nul de kSˆE˙.
Assertion. On suppose que pour i = 1; : : : ; d, E contient ti; a pour
tout a dans E. Alors E contient un element non nul de k.
Pour i = 1; : : : ; d, on note ∂i la derivation kSˆE˙: a 7→ ti; a. Alors pour
tout a dans SˆE˙, il existe un d-uplet i1; : : : ;id d’entiers naturels pour
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lequel ∂i11 · · · ∂idd a a un terme constant non nul. Soit s le plus petit entier
pour lequel il existe un element non nul a de E qui a une decomposition
a = a1ψ1 + · · · + asψs;
ou a1; : : : ;as sont des scalaires et ou ψ1; : : : ;ψs sont des elements de SˆE˙.
On suppose s superieur a 1. Il s’agit d’aboutir a une contradiction. D’apres
ce qui precede, on peut trouver a et ces elements de façon que ψ1 soit
inversible. Alors pour i = 1; : : : ; d, E contient
ti; a2ψ−11 ψ2 + · · · + asψ−11 ψs:
D’apres la minimalite de s, ces elements sont nuls; donc k contient la
somme
a2ψ
−1
1 ψ2 + · · · + asψ−11 ψs;
et a est le produit de ψ1 et d’un element de k, d’ou la contradiction.
Soit L1 un ideal a gauche de Pˆ˙ qui contient strictement 8˙J. Alors
L1 est la somme de 8˙J et de son intersection E avec SˆE˙!. En outre,
E est un sous-S˛-module de SˆE˙! qui contient strictement SˆE˙!J;
or E contient q; a pour tout a dans E et pour tout q dans J0 car L1
contient J0; donc d’apres l’assertion A.3.1, l’intersection F de L1 et de
SˆE˙S˛ contient strictement SˆE˙J0. Puisque L1 contient W˙˛, F con-
tient W˙ξ; a pour tout a dans F et pour tout ξ dans ˛; donc d’apres
l’assertion A.3.2, l’intersection F ′ de L1 et de kSˆE˙ est un ideal non nul
de kSˆE˙. D’apres [1, Lemme 5.2], il existe des elements q1; : : : ;qd de
S˛ pour lesquels J contient t1 + q1; : : : ; td + qd. Si a est un point de F ′,
L1 contient les elements
t1 + q1; a ; : : : ; td + qd; ay
or pour i = 1; : : : ; d, ti + qi; a est egal a ti; a; donc d’apres l’assertion
A.3.3, F ′ contient 1 et L1 est egal a Pˆ˙.
Soit θ un endomorphisme du module M . On note ι l’application canon-
ique de Pˆ˙ dans M . Soit E l’ensemble des points de SˆE˙! dont l’image
par ι appartient a θ ◦ ιSˆE˙S˙. Alors E est un sous-S˛-module de
SˆE˙! qui contient strictement SˆE˙!J0. En outre pour tout a dans E et
pour tout q dans J0, ιq; a est egal a qιa; donc E contient q; a. Alors
d’apres l’assertion A.3.1, l’intersection F de E et de SˆE˙S˛ contient
strictement SˆE˙J0. Pour tout ξ dans ˛ et pour tout a dans F , ιW˙ξ; a
est egal a W˙ξιa; donc F contient W˙ξ; a. Alors d’apres l’assertion
A.3.2, l’intersection F ′ de F et de kSˆE˙ est un ideal non nul de kSˆE˙.
Pour i = 1; : : : ; d et pour a dans F ′, ιti + qi; a est egal a ti + qiιa;
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donc F ′ contient ti; a. Par suite, d’apres l’assertion A.3.3, F ′ contient
1. Soit η un element de SˆE˙S˙ pour lequel θ ◦ ι1 est egal a ιη.
Puisque J contient t1 + q1; : : : ; td + qd, on peut choisir η dans SˆE˙S˛.
Puisque 1 est ˛-invariant pour l’action de ˛ denie en A.3.2, η est ˛-
invariant modulo 8˙J. D’apres les assertions A.3.2 et A.3.3, SˆE˙J0
est l’intersection de 8˙J et de SˆE˙S˛; donc η est ˛-invariant mod-
ulo SˆE˙J0 et d’apres A.3.2, η appartient a la somme de SˆE˙J0 et de
kSˆE˙. Par suite, le sous-espace F1 des elements de kSˆE˙ dont l’image
par ι appartient a θ ◦ ιSˆE˙, est non nul. En outre, F1 est stable par
les derivations ∂1; : : : ;∂d; donc d’apres l’assertion A.3.3, F1 contient un
element non nul ρ de k. Par suite, il existe un element ψ de SˆE˙ pour
lequel θ ◦ ιψ est egal a ιρ. Pour i = 1; : : : ; d, il vient
θ ◦ ιti; ψ = ti + qiιρ = 0y
donc 8˙J contient ti; ψ, pour i = 1; : : : ; d. L’intersection de 8˙J et
de SˆE˙ est stable par les derivations ∂1; : : : ;∂d denies en A.3.3; donc
d’apres l’assertion A.3.3, cette intersection est nulle. Par suite, ti; ψ est
nul pour i = 1; : : : ; d; donc  contient ψ et θ est scalaire.
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